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Avant-propos
Ce me´moire pre´sente une synthe`se de mes travaux de recherche depuis la the`se de
Doctorat qui portait sur la stabilite´ et les vibrations des films de savon et les singularite´s
des plaques e´lastiques. Depuis, j’ai continue´ a` travailler sur les plaques e´lastiques en
m’inte´ressant a` de nouvelles proble´matiques – le compactage et le flambage. Je me suis
pose´ des questions inspire´es par les syste`mes vivants, sur la croissance en particulier.
Enfin, j’ai aborde´ le mouillage et la dynamique de gouttes et de films liquides.
J’ai proce´de´ par glissements the´matiques successifs. Toutefois, plusieurs pre´occupa-
tions sont demeure´es centrales dans mes travaux : la morphogene`se, les instabilite´s, les
singularite´s, la se´lection des e´chelles caracte´ristiques dans les syste`mes physiques et la
relations entre physique a` petite et a` grande e´chelle. Pourquoi une feuille de plastique de´-
chire´e a-t-elle un bord fractal ? Quelles sont les distributions de tailles dans une feuille de
papier froisse´e ou dans une chevelure mouille´e ? Comment les singularite´s – la divergence
de la courbure pre`s d’un point conique dans une feuille comprime´e ou la divergence de la
dissipation visqueuse pre`s d’une ligne de contact mobile – sont elles re´gularise´es a` petite
e´chelle ?
Dans ce me´moire, le lecteur trouvera des e´le´ments de re´ponse a` ces questions et a`
d’autres semblables. Le premier chapitre introduit les singularite´s d’une plaque e´lastique
fortement contrainte et pre´sente nos e´tudes sur le cœur des points coniques et sur le
compactage de tiges et de feuilles e´lastiques. Le deuxie`me chapitre s’attaque au flambage
d’objets e´lastiques dans diverses ge´ome´tries, en relation avec la croissance dans le vivant.
Le troisie`me chapitre introduit la the´orie du mouillage dynamique et explique nos re´sultats
sur des fluides non-newtoniens ou volatils et sur des substrats he´te´roge`nes. Le quatrie`me
chapitre pre´sente deux types d’auto-organisation ou` interviennent la coalescence et la
non-coalescence.
Des pistes pour nos recherches a` venir figurent dans le chapitre de cloˆture. Une grande
partie de ces projets est porte´e par la cre´ation d’une nouvelle e´quipe avec Mokhtar Adda-
Bedia. Nous commenc¸ons a` de´velopper une activite´ expe´rimentale et the´orique centre´e
sur la morphogene`se dans les syste`mes me´caniques : interactions adhe´sion / fracture /
e´coulement / e´lasticite´ ; compaction ; et dynamique d’objets flexibles.
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Chapitre 1
Compactage et singularite´s
« [...] au bout de quelques jours, des milliers de monstres, grouillant dans un
noeud compact de matie`re, naquirent a` la lumie`re. »
Isidore de Lautre´amont, Les chants de Maldoror.
Quel est la forme d’un objet e´lastique fortement comprime´ ? Quel est le roˆle des
singularite´s de la forme ? Comment expliquer l’apparition de petites e´chelles dans une
feuille de papier froisse´ ? Ces questions – et d’autres – ont suscite´ nombre de travaux
depuis une dizaine d’anne´es. Elles ont une porte´e physique plus ge´ne´rale, allant de pair
avec celles de la turbulence, de l’atomisation ou de la fragmentation, par exemple (on
pourra se re´fe´rer a` [27, 58]). Dans ce chapitre nous introduisons la physique des tiges et
des plaques, ainsi que la focalisation de l’e´nergie autour de re´gions quasi-singulie`res : les
plis et les d-coˆnes. Ensuite, nous expliquons comment nous avons pu mesurer l’e´nergie du
coeur d’un d-coˆne. Enfin, nous pre´sentons nos diffe´rentes approches pour les proprie´te´s
topologiques, ge´ome´triques et me´caniques d’un objet e´lastique mince confine´ dans un
petit volume.
1.1 Introduction aux tiges et aux plaques
Les objets e´lastiques minces ont des proprie´te´s remarquables : meˆme si leur mate´riau
est e´lastiquement line´aire (les contraintes sont proportionnelles aux de´formations), la
ge´ome´trie leur donne un comportement global non line´aire qui peut se manifester par des
instabilite´s ou par la focalisation de l’e´nergie. Pour des revues, on pourra consulter [1, 60].
1.1.1 Flexion et traction
Une tige – objet dont les dimensions de la section sont petites devant la longueur –
place´e dans un plan1 a une densite´ d’e´nergie e´lastique quadratique en sa courbure c, son
e´nergie totale s’e´crivant simplement comme une inte´grale sur l’abscisse curviligne s
E = 1
2
B
∫
c2(s) ds. (1.1)
1On se place dans le cas ge´ne´rique ou` de´formations de torsion et de traction sont absentes.
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Cette e´nergie correspond au couˆt pour fle´chir la tige. La rigidite´ de flexion B est pro-
portionnelle au module d’Young E du mate´riau et au carre´ de l’aire d’une section ; le
coefficient de proportionnalite´ fait intervenir le coefficient de Poisson ν du mate´riau et
de´pend de la forme de la section [35]. Le phe´nome`ne non-line´aire le plus simple s’ob-
serve lorsque l’on rapproche les deux extre´mite´s d’une tige : au dela` d’une force critique,
elle perd sa forme rectiligne – elle flambe. Des aspects plus complexes du flambage sont
aborde´s dans le chapitre suivant.
La physique d’une plaque – objet dont l’e´paisseur h est petite devant les autres di-
mensions d’ordre L et dont l’e´tat d’e´quilibre est plan – est plus riche ; elle a deux modes
de de´formation : la flexion – la surface associe´e est courbe´e – et la traction – les longueurs
sur la surface associe´e sont change´e. Cette surface posse`de deux courbures principales c1
et c2, auxquelles sont associe´es deux invariants : la courbure moyenne M = c1 + c2 et la
courbure de Gauss G = c1c2. L’e´nergie e´lastique peut s’e´crire formellement comme une
fonctionnelle quadratique de ces deux invariants 2 :
E =
∫ ∫ (
1
2
BM2 +
Eh
8
(∆−1G)2
)
dx dy. (1.2)
x et y sont les coordonne´es le long de la surface. B = Eh3/12/(1−ν2) repre´sente la rigidite´
de flexion. ∆ est l’ope´rateur de Laplace ; comme son inversion doit tenir compte des
conditions aux limites, cette formulation compacte n’est pas la plus pratique. Le premier
terme de l’e´nergie repre´sente le couˆt de la flexion et le second celui de la traction. Pour un
de´placement transverse d’ordre Z, l’e´nergie (totale) de flexion est d’ordre Eh3(Z/L2)2L2
et celle de traction d’ordre Eh(L2Z2/L4)2L2. Par conse´quent, la traction est bien plus
couˆteuse que la flexion de`s que le de´placement transverse Z est grand devant l’e´paisseur
h. Si l’on applique des contraintes a` une plaque, le syste`me pre´fe`re la flexion pure (sans
traction) si cela est possible ; la courbure de Gauss est alors nulle, et la surface adopte une
forme de´veloppable (isome´trique au plan). Sinon, le syste`me pre´fe`re focaliser la traction,
et de pair la flexion, sur de petites re´gions. La surface reste presque de´veloppable, mais sa
courbure devient grande au voisinage de singularite´s line´iques ou ponctuelles. Les re´gions
ou` la traction est localise´e deviennent infiniment e´troites ou petites quand l’e´paisseur de
la plaque s’approche de ze´ro.
1.1.2 Singularite´s
Un pli correspond a` une singularite´ line´ique de la surface de´veloppable et raccorde
deux parties lisses de la surface ; l’e´nergie e´lastique est focalise´e au voisinage de la ligne
de raccordement. S’il est courbe´ (Fig. 1.1a,b), la ligne centrale du pli est caracte´rise´e par
sa courbure c(s) et la discontinuite´ de pente 2φ(s) de l’intersection entre la surface et un
plan normal a` la ligne en l’abscisse curviligne s. L’e´nergie d’un pli courbe se met sous la
forme [48]
E = FpcB
(
12(1− ν2))1/4 h−1/2 ∫ φ5/2(s)c1/2(s) ds. (1.3)
2Cette formulation est valable pour des de´formations mode´re´es par rapport a` l’e´tat de re´fe´rence
plan [35].
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Fig. 1.1 – Sche´ma et photographies de singularite´s. a Sche´ma d’un pli courbe et de´finition
de l’angle φ b Pli courbe – raccordement entre deux parties cylindriques ; c pli rectiligne
– raccordement entre deux parties planes ; d d-coˆne – une feuille enfonc¸e´e dans un trou
circulaire.
Le pre´facteur nume´rique vaut Fpc = 1,2. Pour un pli rectiligne (Fig. 1.1c) de longueur W
qui raccorde deux re´gions planes, φ est constant. L’e´nergie se met sous la forme [40]
E = FprB
(
12(1− ν2))1/6 h−1/3W 1/3φ7/3. (1.4)
Le pre´facteur nume´rique vaut Fpr = 1,5 [1]. Enfin un d-coˆne (pour coˆne de´veloppable)
correspond a` une singularite´ ponctuelle de la surface de´veloppable qui a localement la
forme d’un coˆne (Fig. 1.1d), le de´placement transverse se mettant en coordonne´es polaires
(r, θ) sous la forme w(r, θ) = rφg(θ) ; ici g est une fonction d’ordre 1 afin que φ soit une
mesure de l’amplitude du d-coˆne. La contrainte de de´veloppabilite´ s’e´crit∫
(g(θ) + g′′(θ))g(θ) dθ = 0. (1.5)
L’e´nergie provient de la flexion de toute la re´gion conique [3], ce qui fait apparaˆıtre une
divergence logarithmique ayant pour coupures les tailles de la plaque R et du coeur du
d-coˆne Rc,
E = 1
2
B ln
R
Rc
φ2
∫
(g(θ) + g′′(θ))2 dθ. (1.6)
Le paradoxe du d-coˆne est que l’e´nergie de la partie conique domine l’e´nergie du coeur,
qui est d’ordre Bφ2. D’ailleurs la se´lection de la taille du coeur demeure myste´rieuse [38] ;
les arguments de [3, 13] conduisaient a` Rc ∼ hφ, alors que ceux de [12] donnaient en
accord avec les expe´riences Rc ∼ h1/3R2/3φ−1/3. L’e´tude de la section suivante avait ces
paradoxes comme motivations.
Remarquons que dans la limite de petite e´paisseur h/R≪ 1, le couˆt e´nerge´tique croˆıt
en passant d’un d-coˆne a` un pli puis a` un pli courbe. Les surfaces de´veloppables avec le
moins de singularite´s puis celles avec le moins de plis seront pre´fe´re´es e´nerge´tiquement.
1.2 Mesure de l’e´nergie du coeur d’un d-coˆne
Ces de´saccords sur la physique du coeur d’un d-coˆne nous ont conduit a` concevoir
un dispositif expe´rimental pour mesurer l’e´nergie du coeur. Le principe est d’avoir un
montage pour ge´ne´rer des d-coˆnes avec un forc¸age a` distance (diffe´rent de celui de la
figure 1.1d), de percer la plaque a` un endroit ou` le coeur d’un d-coˆne sera localise´ et de
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Fig. 1.2 – Mesure de l’e´nergie du coeur d’un d-coˆne. Sche´ma et photographie du montage.
Des trous sont ensuite perce´s syme´triquement de part et d’autre de l’indenteur.
Fig. 1.3 – Mesure de l’e´nergie du coeur d’un d-coˆne. a Courbes de force avec des trous
de taille diffe´rentes de 0 a` Rt = 6 mm se´pare´s de 2D0 = 10 cm (dans le cas φ = 30˚ et
d = 21 cm). a Energie adimensionne´e ε en fonction du rapport entre rayon du trou Rt et
rayon du coeur Rc.
mesurer la force applique´e pour maintenir le d-coˆne a` une position donne´e avec ou sans
trou et de remonter par soustraction a` l’e´nergie de la zone perce´e.
Pour pre´ciser, de´crivons l’expe´rience de re´fe´rence [9]. Une plaque est fle´chie avec une
courbure 2k et encastre´e le long de deux bords (Fig. 1.2), puis un indenteur muni d’un cap-
teur de force abaisse le centre de la plaque d’une hauteur Z, qui joue le roˆle de parame`tre
de controˆle. Pour des hauteurs Z mode´re´es, deux d-coˆnes sont ge´ne´re´s syme´triquement
(Fig. 1.2) a` une distance D =
√
Z/k du centre, et ont pour intensite´3
φ = 2
√
kZ/µ, (1.7)
µ = 4,8 e´tant un pre´facteur nume´rique.
Dans notre cas, la plaque est perce´e de deux trous de diame`tre Rt sur son l’axe de
syme´trie de la plaque qui passe par les bords encastre´s, a` une distanceD0 de son centre. La
3µφ est le plus grand angle entre deux ge´ne´ratrices oppose´es – cette de´finition est e´quivalente a` celle
de [9, 13].
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mesure de diffe´rence de force ∆F (Z) (Fig. 1.3) donne directement la diffe´rence d’e´nergie
∆E(Z) entre les deux situations, avec ou sans trous. Le maximum de la diffe´rence d’e´nergie
∆Em doit eˆtre atteint au moment ou` le trou est inclus dans le coeur du d-coˆne (de taille
Rc). En supposant l’e´nergie re´partie uniforme´ment dans le coeur, alors
∆Em/2 = FcdcBφ2(Rt/Rc)2 = 4FcdcBk2D20/µ2 (Rt/Rc)2 . (1.8)
Le trace´ du gain d’e´nergie sans dimension ǫ = ∆Emµ2/(8κGk2D20) (Fig. 1.3) est en accord
avec cette forme et donne Fcdc = 35± 3. Nous aboutissons effectivement a` une mesure de
l’e´nergie du coeur FcdcBφ
2.
Nous retrouvons ici l’une des grandes difficulte´s pour comparer expe´riences, simu-
lations nume´riques et the´ories asymptotiques : il faut des plaques de rapport d’aspect
taille/e´paisseur e´norme – plus grand que, disons, 1015 – pour atteindre la limite asymp-
totique ou` le coeur a une e´nergie ne´gligeable devant celle de la partie conique d’ordre
Bφ2 ln(R/Rc). En pratique, l’e´nergie du coeur est un peu plus petite que celle de la par-
tie conique. Ceci remet partiellement en question les mesures de [9, 12] pour des plaques
pre´sentant essentiellement des d-coˆnes. Le lecteur interesse´ pourra e´galement se reporter
a` notre publication pour l’e´tude de l’effet de la plasticite´ des mate´riaux qui se fait d’abord
sentir dans le coeur des d-coˆnes.
Re´fe´rence : T. Mora & A. Boudaoud. Thin elastic plates : On the core of developable
cones. Europhys. Lett. 59, 41-47 (2002).
1.3 Physique statistique d’une tige confine´e
Nous passons maintenant a` la compre´hension du compactage quand des configurations
complexes sont atteintes. Pour commencer, conside´rons une tige confine´e dans une sphe`re
de petite taille. La tige reste au voisinage de la surface de la sphe`re pour minimiser sa
courbure. La configuration la plus favorable e´nerge´tiquement est de s’enrouler le long
d’un grand cercle, ce qui entraˆınerait l’interpe´ne´tration de parties de la tige. En fait,
la contrainte physique d’auto-e´vitement induit une multiplicite´ d’e´tats d’e´quilibre et un
comportement ressemblant a` celui d’un verre, ce qui est re´miniscent des empilements de
billes. Edwards [21] a de´veloppe´ un formalisme thermodynamique, ou` la tempe´rature est
remplace´e par une variable appele´e compactivite´, pour de´crire les empilements granulaires
et les polyme`res refroidis a` un e´tat de verre ; il n’y a pas de fluctuations thermiques pour
explorer l’espace des phases, mais une agitation me´canique peut le permettre.
Ici, nous empruntons ce formalisme et l’appliquons a` une tige confine´e sur une sphe`re
de rayon ℓ. L’e´nergie libre adimensionne´e Y se met sous la forme d’une inte´grale de chemin
sur les configurations possibles R(s)
exp(−Y ) =
∫
D [R] δ
(
R2 − ℓ2) δ (R′2 − 1) exp{−ε
2
∫
dsR′′2
}
exp
{
−u
2
∫ ∫
ds1ds2 [R
′ (s1)×R′ (s2)]2 δ [R (s1)−R (s2)]
}
(1.9)
Les fonctions δ imposent les contraintes de rester sur la sphe`re et d’inextensibilite´. La
premie`re exponentielle contient l’e´nergie de flexion de la tige, quadratique en la courbure
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Fig. 1.4 – Sche´matisation des configurations possibles pour la phase ordonne´e. a Bobine ;
b raye´e ; c balle de tennis.
|R′′|, ǫ e´tant une longueur de persistance (la rigidite´ de flexion re´duite par la tempe´rature
effective). La seconde exponentielle contient la pe´nalisation des auto-intersections a` un
angle droit, u e´tant son intensite´4 ; c’est une adaptation du volume exclu entre deux
baˆtonnets calcule´e par Onsager, |R′ (s1)×R′ (s2)|. La forme |R′ (s1)×R′ (s2)|2 que nous
utilisons a les meˆmes proprie´te´s – elle est positive et a les meˆmes extrema – et permet le
calcul explicite de l’inte´grale de chemin. Pour simplifier la pre´sentation, nous omettons la
partie isotrope de l’e´nergie d’auto-e´vitement
∫ ∫
ds1ds2δ[R(s1) − R(s2)], ce qui revient
a` renormaliser ε et u. La principale limitation de la formulation est l’absence du vrillage
de la tige, dont le traitement rendrait impossibles des calculs explicites.
Nous avons montre´ que le syste`me transite d’un e´tat de´sordonne´ isotrope a` un e´tat
ordonne´ ne´matique quand on augmente le confinement. Ceci donne une justification aux
e´tudes de compactage de l’ADN dans les capsides virales (re´fe´rences dans [52]), ou` des
configurations ordonne´es spe´cfiques sont choisies a priori. La transition entre ces deux
e´tats se produit pour ℓ = t, ou` la longueur caracte´ristique t de´pend seulement de la tige
t2 =
Lǫu
8π
. (1.10)
Le parame`tre d’ordre de la transition est le tenseur σij(r) =
∫
dsR′iR
′
jδ (r−R (s)) d’orien-
tation, qui a pour valeurs propres
σ± =
L
8πℓ2
(
1±
√
1− ℓ
t
)
, (1.11)
dans l’e´tat ne´matique. La pression exerce´e sur la sphe`re vaut
Pd =
L
4πεℓ3
(
ε2
ℓ2
+
t2
ℓ2
)
, Po =
L
4πℓ3ε
(
ε2
ℓ2
+
t
ℓ
)
, (1.12)
dans l’e´tat de´sordonne´ et dans l’e´tat ordonne´, respectivement. La transition vers l’e´tat
ordonne´ permet d’abaisser l’e´nergie de la tige, ainsi que la pression qu’elle exerce sur le
container.
Enfin, comme nous obtenons un ordre ne´matique sur la sphe`re, nous pouvons proposer
les configurations simples de la figure 1.4 pour l’e´tat ordonne´. La configuration bobine a
4Notons que la fonction δ qui y figure est de dimension 2 car R vit sur la sphe`re ; ainsi u est sans
dimension.
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Fig. 1.5 – Papier froisse´. a Coupe a` travers une boulette (photo par Etienne Couturier) ;
b Mode`le nume´rique : une ligne brise´e confine´e.
deux disclinations +1 et correspond aux configurations pre´suppose´es et observe´es pour
l’ADN dans les capsides virales ; la configuration raye´e a a deux disclinations +1 mais
semble de´favorable a` cause de la configuration des poˆles ; enfin la configuration balle
de tennis a quatre disclinaisons +1/2 et pourraˆıt eˆtre e´galement observe´e. Nous nous
attendons e´galement a` des configurations plus complexes, qui pourraient de´pendre de
l’histoire du syste`me, tout comme dans les verres polyme´riques. Pour faire le lien avec la
dernie`re section du chapitre, remarquons que dans les deux configurations vraisemblables
– bobine et balle de tennis – la tige forme des spirales centre´es sur les disclinaisons.
Re´fe´rence : E. Katzav, M. Adda-Bedia & A. Boudaoud. A statistical approach to close
packing of elastic rods and to DNA packaging in viral capsids. Proc. Nat. Acad. Sc. USA.
Sous presse (2006).
1.4 Statistiques d’une feuille froisse´e
Lorsque l’on de´plie une boulette de papier froisse´, on observe qu’il y a une large
distribution de tailles de plis. Quelle est cette distribution ? Comment de petites e´chelles
sont-elles ge´ne´re´es ? Des arguments the´oriques [60] et les expe´riences [5] sugge`rent une loi
log-normale pour la distribution de tailles. Pour approfondir cette question, nous avons
construit un mode`le minimal pour une feuille de papier froisse´, contenant les ingre´dients
physiques essentiels et rapide a` simuler pour obtenir de bonnes statistiques.
Le mode`le est inspire´e par une coupe a` travers une feuille de papier froisse´ (Fig. 1.5a).
Il s’agit d’une ligne brise´e auto-e´vitante de longueur 1 place´e dans un potentiel de confi-
nement. L’emplacement des N plis n’est pas impose´ a priori mais est un produit de la
minimisation de l’e´nergie. Pour garder les proprie´te´s des plaques, l’e´nergie des plis prend
la forme 1.4. Le potentiel de confinement est quadratique pour acce´lerer la minimisa-
tion. Nous avons ve´rifie´ que la forme de l’e´nergie des plis et le potentiel de confinement
n’influencent pas les proprie´te´s statistiques du syste`me. L’auto-e´vitement est impose´ par
une e´nergie de coeur dur Ehc ou` apparaˆıt l’e´paisseur re´duite h¯ de la ligne. En de´finitive,
l’e´nergie re´duite du syste`me s’e´crit
E = Σi tan7/3 φi + λ
∮
R2(s)ds+ Ehc. (1.13)
R(s) repre´sente la position de la ligne en fonction de l’abscisse curviligne. Il y a deux
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Fig. 1.6 – Statistique des tailles. a,b Histogrammes des longueurs normalise´es par la
longueur moyenne (N = 60 et h¯ = 10−3) : a confinement faible λ = 900 et ajustement
a` une loi log-normale de parame`tre σ = 1.59 ± 0.03, b confinement fort λ = 106 et
ajustement a` une loi gamma de parame`tre α = 1.59 ± 0.03 ; c Parame`tre α de la loi
gamma en fonction du nombre de couches NL dans le syste`me.
parame`tres fixe´s, le nombre de plis N et l’e´paisseur h¯ ; le parame`tre de controˆle est
l’intensite´ du confinement λ. Pour des raisons nume´riques, nous avons rajoute´ une e´nergie
de coeur dur de porte´e h¯ entre deux plis conse´cutifs. La minimisation de l’e´nergie est
faite de manie`re a` obtenir un grand nombre d’e´chantillons inde´pendants pour les e´tudier
statistiquement.
Pour un e´chantillon donne´, nous avons observe´ que les configurations de´pendent un
peu de la se´quence de confinements applique´s : il y a un grand nombre d’e´tats d’e´quilibre
me´tastable, ce qui donne un caracte`re de verre au syste`me. Nous avons mesure´ le rayon de
gyration Rg = 〈|R(s)|〉 moyenne´ sur toutes les configurations. Le confinement λ diverge
pour un rayon minimal Rjg pour lequel le syste`me est bloque´ :
Rg −Rjg ∼ λ−α, (1.14)
avec α = 0.3 ± 0.1. Ces caracte´ristiques indiquent une transition de blocage proche de
celle des empilements granulaires. Par ailleurs, un examen des configurations montre que
le syste`me s’ordonne localement avec quelques portions quasi-paralle`les. Les distributions
de probablite´ des angles sont assez plates et s’annulent en ±π/2.
En ce qui concerne les distribution des distances entre plis, nous avons observe´ deux
re´gimes. A faible confinement (1 < λ . 104 or 1 > 2πRg & 0.2) et lorsque λ augmente,
une se´quence de transitions de flambage vers l’inte´rieur permet de re´duire le rayon de la
boule. Or la division hie´rarchique d’une ligne conduit a` une loi log-normale de densite´ de
probabilite´ [60]
PLN(x = ℓ/〈ℓ〉) = 1
σx
√
π
exp
[
−
(
lnx
σ
+
σ
4
)2 ]
, (1.15)
qui de´crit raisonnablement nos histogrammes pour ℓ > h¯ (Fig. 1.6a). Le parame`tre σ dans
l’intervalle 1,0–1,8 est comparable au 1,2–1,4 trouve´ dans les expe´riences de [5] effectue´es
a` faible confinement 2πRg & 0.6. A fort confinement (λ & 10
4 or 2πRg . 0.2), nos
histogrammes sont mieux de´crits par des lois gamma (Fig. 1.6b)
PΓ(x = ℓ/〈ℓ〉) = (αx)
α
Γ(α)x
exp(−αx). (1.16)
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Fig. 1.7 – Confinement quasi-bidimensionnel de plaques. a Dispositif de compactage co-
nique : une feuille de rayon 40 cm est tire´e a` travers un trou de 1 a` 2 cm ; b configuration
observe´e a` fort confinement (p = 15%) ; exemple de points-Y, courbe-S et courbe-C ; c
configuration a` faible confinement (p = 3%) : une courbe-S est enferme´e par des courbes-
C formant un container effectif plus petit que le trou ; d dispositif de compactage cylin-
drique : une feuille referme´e en cylindre est introduite dans un tube en Plexiglas de rayon
inte´rieur R = 2,6 cm ; la force ne´cessaire pour pousser la feuille est mesure´e.
En fait, la division ale´atoire non hie´rarchique d’un intervalle devrait donner une distri-
bution exponentielle. Mais a` fort confinement, les segments tendent a` s’aligner et leurs
longueurs se corre`lent. Si l’on de´finit le nombre de couche du syste`me NL comme le
nombre moyen d’intersections d’une demi-droite d’extre´mite´ le centre du potentiel avec
la ligne brise´e – NL varie de 1 a` 5 pour les configurations obtenues – alors on s’attend a`
ce que la distribution de tailles soit de´crite par la moyenne de NL variables ale´atoires de
distribution exponentielle, i. e. une loi gamma de parame`tre α = NL. Nous avons mesure´
α en fonction de NL (Fig. 1.6c) et nous avons trouve´ α = a NL− b avec a = 0.95± 0.1 et
b = 2.05± 0.2, a` fort confinement. Le de´calage de 2 par rapport a` notre argument signifie
simplement que les couches ne sont pas comple`tement corre´le´es.
Nous avons donc montre´ une transition des statistiques de distributions log-normales
vers de des distributions gamma. Des simulations nume´riques comple`tes de plaques [59] ne
permettent pas de distinguer entre les deux. De nouvelles expe´riences a` fort confinement
sont donc ne´cessaires.
Re´fe´rence : E. Sultan & A. Boudaoud. Statistics of crumpled paper. Phys. Rev. Lett.
96, 136103 (2006).
1.5 Compactage quasi-bidimensionnel
A fort confinement, il est difficile de mesurer configurations et forces simultane´ment :
jusqu’a` pre´sent, les expe´riences e´taient restreintes soit a` la re´sistance de la feuille a` une
compression anisotrope (voir [41] et ses re´fe´rences), soit a` la caracte´risation de la ge´ome´-
trie d’une feuille de´plie´e ([5] et re´fe´rences). Nous avons conc¸u un syste`me permettant la
compression isotrope d’une feuille et l’observation des configurations, en la confinant de
manie`re quasi-bidimensionnelle.
Le principe est de tirer une feuille d’e´paisseur h et de rayon RF tenue en son milieu
a` travers un petit trou (Fig. 1.7a). Le parame`tre de controˆle est la distance Z entre le
plan du trou et le point d’application de la force F , que l’on mesure e´galement. En pre-
mie`re approximation, la forme de la feuille est de´veloppable donc conique, sa forme e´tant
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Fig. 1.8 – Compactage cylindrique a Premie`res e´tapes. Pression adimensionne´e par B/R3
en fonction du pe´rime`tre re´duit du cylindre ε = L/(2πR) : expe´rience (carre´s) et the´orie
(lignes). Les pointille´s montrent ou` la branche de configurations asyme´triques devient
me´tastable et la croix indique la terminaison de cette branche. Sur les configurations, les
disques indiquent les points de de´collement du container et les fle`ches les zones de contact
re´duites a` des points. Les configurations nume´riques sont indistingables des configurations
expe´rimentales, sauf pour 0,23 < ε < 0,39. b Configuration expe´rimentale spirale´e pour
ε = 9,4 avec une courbe-S donnant au centre une forme de Yin et Yang. c Forme the´orique
du Yin et Yang a` grand ε.
prescrite par celle de sa section dans le plan du trou, une courbe ferme´e de longueur
L = 2πZ enferme´ dans un disque de rayon R ; d’ou` un confinement quasi-bidimensionnel.
En outre, le confinement est isotrope dans le plan du trou. L’intensite´ du confinement est
mesure´e par le rapport p entre l’aire occupe´e par la feuille Lh et celle du trou πR2. A
grand confinement (Fig. 1.7b), les configurations deviennent complexes ; un alignement
local apparaˆıt, des courbes e´tant forme´es par assemblage de couches. Pour caracte´riser la
topologie, nous pouvons introduire (i) les points-Y, ou` un assemblage de couches bifurque
en deux paquets, (ii) les courbes joignant deux points-Y, les courbes-C et les courbes-S,
avec et sans point d’inflexion, respectivement. Les courbes-S semblent en ge´ne´ral enfer-
me´es dans des containers effectifs constitue´s de courbes-S, comme dans la configuration
a` faible confinement de la figure 1.7c. Ainsi, nous remplissons notre objectif de mesure
simultane´e de la force et des configurations avec ce montage de compactage conique. Tou-
tefois, l’interpre´tation de la force est de´licate, car elle meˆle friction sur le bord du trou et
re-configuration de la feuille.
Voila` pourquoi nous avons eu recours a` un autre montage pour l’e´tude syste´matique
des premie`res e´tapes du compactage. A haut confinement et dans le voisinage du trou, un
coˆne est e´videmment proche d’un cylindre. En outre, un coˆne et un cylindre sont de´crits
par l’e´quation de l’elastica d’Euler [14], seule la condition d’inextensiblite´/de´veloppabilite´
ne prenant pas la meˆme forme. Dans le montage pour compactage cylindrique, une feuille
referme´e en cylindre de hauteur H et de pe´rime`tre L est introduite dans un tube de plus
petit rayon R. Nous mesurons la force F ne´cessaire pour la translater dans le container.
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Comme il n’y a pas de re-configurations, la loi de Coulomb relie directement F a` la
pression moyenne P exerce´e par la feuille sur le container,
F = 2πRHfP, (1.17)
f e´tant le coefficient de friction dynamique (a` faible vitesse). La figure 1.8 montre les me-
sures de pression P pour les premie`res e´tapes du confinement, ainsi que les re´sultats de
simulations nume´riques des e´quations des tiges ou` l’on tient compte de toutes les condi-
tions aux limites : sur le container et aux points-Y, e´quilibre des forces et des moments.
Une se´rie de transitions topologiques conduit de configurations avec un axe de syme´trie
a` des configurations asyme´triques ou` la feuille s’enroule en spirale avec une boucle sur le
coˆte´ et un centre en forme de Yin et Yang.
Le compactage quasi-bidimensionnel ge´ne`re donc des structures spirale´es. En effet, a`
deux dimensions, une spirale de pas h donne la structure la plus compacte a` une tige
d’e´paisseur h. Une seule spirale persisterait s’il n’y avait pas de friction entre couches.
D’ailleurs, la reproductibilite´ des mesures de force pour les configurations asysme´triques
(Fig. 1.8a) ne´cessite de taper sur la feuille lorsqu’elle est introduite dans le cylindre.
Ces re´sultats ne constituent donc qu’une premie`re e´tape avant l’e´tude de configurations
complexes telles que celle de la figure 1.7b.
Re´fe´rence : L. Boue´, M. Adda-Bedia, A. Boudaoud, D. Cassani, Y. Couder, Spirals in
the packing of flexible structures. Phys. Rev. Lett. 97, 166104 (2006).
Cloˆture
Pour re´sumer, nous avons montre´ comment mesurer l’e´nergie du coeur d’un d-coˆne
et applique´ cette me´thode a` une ge´ome´trie de re´fe´rence ; notre re´sultat est cohe´rent avec
les pre´dictions, mais le myste`re de la se´lection de la taille d’un d-coˆne demeure complet.
Nous avons e´tudie´ expe´rimentalement et the´oriquement, le fort confinement de tiges et
de plaques e´lastiques. L’auto-e´vitement et la friction induisent (i) une multiplicite´ d’e´tats
possibles et une physique qui se rapproche de celle des verres avec une possible transition
de blocage a` haute densite´, (ii) un alignement local du syste`me et des structures spirale´es,
(iii) un spectre large de tailles caracte´ristiques. Toutefois, ces e´le´ments de compre´hension
restent a` approfondir. Dans la suite du me´moire, nous conservons le meˆme type de sys-
te`mes physiques, mais nous nous inte´ressons aux formes induites par le flambage.
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Chapitre 2
Croissance et flambage
« Elle y avait trouve´ une grande robe en taffetas flambe´, qui criait du froisse-
ment de ses plis. »
Ge´rard de Nerval, Sylvie.
Dans le chapitre pre´ce´dent, les objets e´lastiques conside´re´s e´taient soumis a` des
contraintes externes applique´es par un container ; ici, par contre, les contraintes me´-
caniques sont impose´es en volume et varient spatialement. Quel est la forme d’un objet
e´lastique soumis a` un gradient de contraintes ? Comme nous le verrons, un tel gradient
peut eˆtre ge´ne´re´ par des diffe´rences de taux de croissance pour un objet e´lastique vivant,
par des variations des proprie´te´s physico-chimiques dans le cas des gels, par un e´coulement
plastique dans le cas de feuilles de´chire´es ou par des diffe´rences de dilatation thermique
pour les films colle´s a` un substrat. En pre´ambule, nous montrons le roˆle de l’e´lasticite´
dans la croissance de cellules vivantes. Ensuite, nous passons en revue trois syste`mes phy-
siques : les gels, les feuilles plastiques de´chire´es et les films colle´s. A travers ces syste`mes,
nous e´tudions essentiellement deux ge´ome´tries : une plaque soumise a` un gradient dans
son plan – ce qui correspond a` la croissance diffe´rentielle d’un tissu mince, une feuille de
plante par exemple – et une plaque croissant sur un substrat mou – ce qui correspond
a` la croissance diffe´rentielle d’un tissu multi-couches, le cerveau par exemple. Pour des
revues, on pourra se reporter a` [2, 16, 28, 54, 55]. Nos travaux s’inspirent partiellement
du vivant pour aborder la proble´matique plus ge´ne´rale de la morphogene`se contrainte par
la ge´ome´trie.
2.1 Taille d’une cellule a` paroi
Les cellules vivantes posse`dent des membranes lipidiques ; certaines ont en outre des
parois polyme´riques (la cellulose pour les cellules des plantes) qui sont bien plus rigides
et e´paisses que les membranes. Nous nous inte´ressons a` la croissance de cellules isole´es
posse´dant des parois. Les exemples de telles cellules vont des bacte´ries aux algues ge´antes,
en passant par les poils de l’oreille interne, les poils des racines des plantes, les tubes de
pollen, les moisissures et les levures. Leurs tailles vont ainsi de la fraction de µm a` la
fraction de mm. Plusieurs approches furent utilise´es pour comprendre la croissance et
la forme de ces cellules : tension de surface [34], de´position ballistique [29], croissance
limite´e par la diffusion [20, 31, 47] et e´lasticite´ [30, 54, 57] ; toutefois, elles concernent le
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Fig. 2.1 – Cellules a` paroi isole´es. a Sche´ma. b Rapport d’aspect (rayon/e´paisseur) en
fonction du rapport module e´lastique/pression osmotique. Bacte´ries (symboles pleins) ;
poils de racines de plantes, algues, champignons, levures (symboles creux) – de´tails dans
la publication.
plus souvent un organisme pre´cis et manquent de re´sultats quantitatifs.
D’un point de vue me´canique, les cellules a` paroi sont plus simples que les cellules
animales dont la forme est essentiellement controˆle´e par le cytosquelette. Nous pouvons
les repre´senter par des des coques e´lastiques minces d’e´paisseur h et de module e´lastique
E (les parois) contenant un liquide (le cytoplasme) sous la pression osmotique P , qui
est le moteur de la croissance. La croissance est e´quivalente a` une de´formation plastique
de la paroi avec rajout de mate´riau pour maintenir l’e´paisseur de la paroi. Comme la
croissance est lente, la cellule est en e´quilibre me´canique. Soit R le rayon de courbure
caracte´ristque de la cellule. Trois types d’e´nergie sont mises en jeu : l’e´nergie de traction
de la paroi d’ordre EhR2, l’e´nergie de flexion de la paroi Eh3 et le travail de la pression
osmotique PR3. Par conse´quent, nous pouvons construire deux e´chelles caracte´ristiques
pour la cellule, en e´quilibrant traction et pression,
Rt = αth
E
P
, (2.1)
ou en e´quilibrant flexion et pression,
Rf = αfh
(
E
P
)1/3
. (2.2)
Si l’on se´pare les donne´es compile´es dans la figure 2.1b en deux groupes – les bacte´ries
et les autres – chaque loi d’e´chelle est a` peu pre`s en accord avec l’un des deux groupes.
En outre, l’ajustement aux donne´es donne αt = 1,0 et αf = 4,0, du meˆme ordre que les
valeurs αt = 0,9 et αf = 0,58 pre´dites a` l’aide de conside´rations un peu plus quantitatives.
Ainsi est illustre´ l’effet des contraintes sur la croissance et de´montre´ le roˆle biolo-
gique de l’e´lasticite´. Des prolongations de cette e´tude consisteraient a` tenir compte de
l’anisotropie des parois et de la dynamique de la croissance.
Re´fe´rence : A. Boudaoud. Growth of walled cells : From shells to vesicles. Phys. Rev.
Lett. 91, 018104 (2003).
30
-1
0
0 1 2
!
"#
~
I
II
III IV
V VI
1
2
3
-50
-40
-30
-20
-10
0
10
20
0 0.2 0.4 0.6 0.8
!!"!!!"
x
eq
z z
1  (%)
bamboo
bubble
stable
Fig. 2.2 – De´gonflement d’un cylindre de gel de polyacrylamide. a Bulles, b bambou,
d’apre`s [42] ; c diagramme de phase a` l’e´quilibre en fonction du rapport des e´longations
α = αz/αr axial et radial du gel et de la courbure de l’e´nergie de me´lange τ˜ (voir texte) ;
d diagramme de phase en fonction de l’e´longation axiale αz et de proportion x d’ace´tone
dans le solvant ; the´orie (lignes) et re´sultats expe´rimentaux de [42] : bambou (carre´),
bulles (cercles), mixe bambou-bulle (croix) et surface frippe´e (losange).
2.2 Les gels comme syste`me mode`le
Un gel est constitue´ d’un re´seau polyme´rique plonge´ dans un solvant ; sa rigidite´ est
de´termine´e par la concentration en ponts entre polyme`res. Un gel de polyamide place´
dans des conditions physico-chimiques convenables (changement de tempe´rature, de pH,
pression osmotique. . .), peut absorber du solvant et ainsi gonfler ; ce gonflement est simi-
laire a` la croissance d’un tissu vivant par addition de matie`re, mais la grande diffe´rence
est que le module e´lastique du gel diminue lors du gonflement car il devient moins dense.
De nombreuses expe´riences ont suivi celles du groupe de Tanaka sur ces gels (Pour une
revue, voir notre premie`re publication sur les gels). Plusieurs aspects de la morphogene`se
dans les gels – l’apparition de points de rebroussement par exemple – demeurent mal
compris.
2.2.1 De´gonflement d’un cylindre
Les gels peuvent aussi se de´gonfler dans des conditions physico-chimiques conve-
nables, comme mis en e´vidence par des expe´riences du groupe de Tanaka sur des gels
de N-isopropylacrylamide, expe´riences qui n’ont e´te´ comprises que tre`s partiellement. Par
exemple, un cylindre de gel dont les deux extre´mite´s sont fixe´es et qui est plonge´ dans un
me´lange eau-ace´tone subit deux types d’instabilite´ : dans le premier (bulles, fig. 2.2a), la
forme cylindrique est perdue et le rayon du gel varie pe´riodiquement le long de son axe,
avec une longueur d’onde proportionnelle au rayon du cylindre λ ∼ R ; dans le second
(bambou, fig. 2.2b), il reste cylindrique et est traverse´ pe´riodiquement par des plans ou`
il a re´tre´ci, avec une longueur d’onde proportionnelle a` la racine carre´e du rayon du gel
λ ∼ √R ; cette dernie`re observation est surprenante car elle implique l’existence d’une
autre e´chelle de longueur que le rayon. C’est la raison pour laquelle nous avons travaille´
a` l’interpre´tation de ces re´sultats.
Si un e´le´ment du gel est de´place´ de sa position de re´fe´rence r◦ a` une position r, alors
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la de´formation du re´seau est de´crite par la matrice Mij = ∂ri/∂r
◦
j . La fraction volumique
du polyme`re φ y est relie´e par φ/φ0 = 1/detM , φ0 e´tant la fraction volumique dans l’e´tat
de re´fe´rence. Nous e´crivons l’e´nergie du gel comme une ge´ne´ralisation de l’e´nergie libre
de Flory [26], soit la somme d’une e´nergie de me´lange, d’une e´nergie de de´formation du
re´seau polyme´rique et d’une pe´nalisation des fluctuations de densite´ :
E/kBT =
∫
dr
{
f(φ) +
1
2
µ0φ
φ0
trace
(
M tM
)
+
1
2
K(φ)|∇φ|2
}
. (2.3)
µ = µ0φ/φ0 repre´sente la densite´ de ponts (qui de´termine la rigidite´ du gel) et l =
√
K/µ
la longueur de corre´lation des fluctuations de densite´ dans le gel.
Nous avons e´tudie´ la stabilite´ line´aire d’un cylindre de gel initialement de rayon R0
et de longueur L0 ; une fois place´ dans le nouveau solvant (un me´lange eau-ace´tone),
ses deux extre´mite´s sont fixe´es a` une distance L et son rayon diminue jusqu’a` R. L’e´tat
e´lastique est de´termine´ par les e´longations radiale αr = R/R0 et axiale αz = L/L0. S’il
n’y avait que l’e´nergie de me´lange, le comportement serait re´gi par le signe de τ = f ′′(φ)
– le gel serait stable si τ > 0 et on s’attendrait a` une de´composition spinodale si τ < 0.
Ici les effets me´caniques se couplent a` l’affinite´ polyme`re/solvant. Ce couplage est mesure´
par le rapport τ˜ = τ/(µα2r). Nous avons trouve´ 6 phases possibles (Fig. 2.2c). (I) Le
cylindre est stable. (II) Bulles : le rayon oscille le long de l’axe avec une longueur d’onde
λ ∼ R. (III) Bambou : le gel reste cylindrique en e´tant traverse´ par des plans plus
denses se´pare´s d’une longueur λ ∼ √ℓR. (IV) De´comoposition spinodale en surface :
l’instabilite´ est localise´e au voisinage de la surface, avec une longueur d’onde λ ∼ l. (V)
Formation d’une peau : la densite´ du voisinage de la surface augmente uniforme´ment. (VI)
De´composition spinodale radiale : de´composition invariante dans la direction axiale. Les
phases (I-III) correspondent aux observations expe´rimentales. L’interpre´tation des autres
phases est moins e´vidente ; les cylindres frippe´s pourraient eˆtre provenir d’un me´lange des
phases (IV) et (VI). Moyennant un nombre d’hypothe`ses de´taille´es dans la publication,
nous sommes parvenus a` un diagramme en accord semi-quantitatif avec les expe´riences
(Fig. 2.2d).
Nous avons donc montre´ que le couplage entre e´lasticite´ du re´seau polyme´rique et
affinite´ entre le polyme`re et le solvant suffit a` de´crire les expe´riences. En particulier, nous
avons mis en e´vidence une forme de de´composition spinodale limite´e par l’e´lasticite´. Dans
la suite, nous continuons a` utiliser les proprie´te´s remarquables des gels de polyamide.
Re´fe´rence : A. Boudaoud & S. Cha¨ıeb. Mechanical phase diagram of shrinking cylindri-
cal gels. Phys. Rev. E 68, 021801 (2003).
2.2.2 Gonflement d’une bande
Nous voulions apprendre a` utiliser les gels pour concevoir diverses ge´ome´tries de gra-
dient de contraintes impose´es. Le principe est de produire des blocs de gels de polyacry-
lamide de compositions chimiques diffe´rentes (voir la publication pour les compositions
exactes) : la concentration en ponts de´termine leur rigidite´ et la concentration en groupes
ioniques de´termine leur affinite´ pour l’eau, et par conse´quent, leur taux de gonflage quand
ils sont place´s dans un exce`s d’eau. Un moule recueille la premie`re composition ; apre`s ge´li-
fication, une autre composition est rajoute´e ; les deux parties sont ainsi lie´e chimiquement
par les ponts de la seconde pre´paration.
32
yx
z
Gel mou qui gonfle (I)
l
!
Gel dur (II)
h
0
5
10
15
20
25
30
35
40
0 2 4 6 8 10 12 14
h = 2.25 mm
h = 5 mm
h = 1 mm
h = 1 mm
h = 2 mm
l / h
! / h
Fig. 2.3 – Gonflement d’une bande. a Bande de gel mou (E = 5 103 Pa) qui gonfle
(d’un facteur 6 en volume) d’e´paisseur initiale h = 2 mm et de largeur variable (colore´
en bleu), accole´e a` une bande de gel dur (E = 3 105 Pa) qui ne gonfle pas (transparent) ;
vue de coˆte´ (haut) et de dessus (bas) ; on peut observer la transition entre des ondula-
tions variqueuses avec des points de rebroussement (gauche) au flambage proprement dit
(droite). b Sche´matisation de l’expe´rience. c Longueur d’onde de flambage en fonction de
la largeur de la bande.
La ge´ome´trie la plus simple que nous avons e´tudie´e est celle de la figure 2.3. Une
bande de gel mou qui gonfle est accole´e a` une bande de gel dur qui ne gonfle pas. Apre`s
mise a` l’e´quilibre dans l’eau, le gel mou flambe si la largeur ℓ est assez grande ; sinon,
une suite de points de rebroussement apparaˆıt a` la surface. Nous avons e´tudie´ la stabilite´
line´aire de cette bande en utilisant l’e´lasticite´ line´aire et les e´quations des plaques – ce
qui est valable quand la largeur ℓ est grande devant l’e´pasisseur h. La longeur d’onde λ
est proportionnelle a` la largeur
λ = 3.256 ℓ. (2.4)
L’accord avec les mesures est raisonnable pour les bandes minces (Fig. 2.3c). Une approche
plus comple`te devrait utiliser un formalisme d’e´lasticite´ non-line´aire similaire a` celui de
la section pre´ce´dente. Nous avons e´galement e´tudie´ expe´rimentalement et the´oriquement
le flambage d’une couronne de gel mou accole´ a` un disque de gel dur. Ainsi la faisabilite´
de notre objectif est de´montre´e. Nous utilisons les meˆmes techniques expe´rimentales dans
la section suivante. Il est a` noter que le flambage de la bande est un cas tre`s particulier
de plaque avec une me´trique variable aborde´ dans la section 3.
Re´fe´rence : T. Mora & A. Boudaoud. Buckling of swelling gels. Eur. J. Phys. E 20,
119-124 (2006).
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Fig. 2.4 – Gonflement d’une tige sur substrat mou. a,b Expe´rience : une couche de gel
dur (Ed = 5 10
4 Pa) d’e´paisseur h = 2 mm qui a gonfle´ d’un facteur 3 en volume, sur un
substrat e´pais de gel mou (Em = 5 10
3 Pa). c Simulation nume´rique : meˆmes parame`tres,
sauf pour le gel mou (Em = 400 Pa) d,e Longueur d’onde en fonction de l’e´paisseur du
gel : expe´rience (d) et nume´rique (e).
2.2.3 Gonflement sur un substrat
Dans la seconde ge´ome´trie, nous pre´parons un substrat e´pais et mou qui ne gonfle
pas entre deux plaques de verre puis, par dessus, une couche mince d’e´paisseur h de gel
dur qui gonfle. Quand on rajoute de l’eau, la couche supe´rieure se de´forme paralle`lement
aux plaques de verre et flambe. L’aspect remarquable de ces formes est que des points de
rebroussement apparaissent a` la surface supe´rieure (Fig. 2.4a). A compositions des gels
fixe´es, la longueur d’onde λ de la forme obtenue est approximativement proportionnelle
a` l’e´paisseur h (Fig. 2.4c) et ne de´pend pas de la distance entre les plaques de verre
tant qu’elle est assez petite par rapport a` λ. L’analyse de stabilite´ lina´ire d’une tige ou
d’une plaque comprime´es (module Ed) sur un substrat semi-infini (module Em) donne la
longueur d’onde [54]
λ ∼ (Ed/Em)1/3h, (2.5)
du meˆme ordre de grandeur que dans nos expe´riences.
Plus quantitativement, nous avons simule´ nume´riquement une tige auto-e´vitante sur
un lit de ressorts de raideur K = 4πEm/3λ – ils sont strictement e´quivalent au demi-
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Fig. 2.5 – a Un me´canisme de ge´ne´ration de singularite´s lors de l’oscillation d’une
structure. Une courbe et ses premie`res courbes paralle`les singulie`res. b Un film comprime´
sur un substrat rigide peut se de´coller sur des zones qui ressemblent a` des fils de te´le´phone
– les singularite´s de la forme sont identiques a` la partie (a) de la figure.
espace e´lastique de module Em et de coefficient de Poisson 1/2 pour un de´placement
sinuso¨ıdal de longueur d’onde λ de la surface. Si (x(s), y(s)) repre´sente la position du
point courant de la surface de se´paration et c(s) la courbure de la ligne neutre de la tige,
alors l’e´nergie du syste`me se met sous la forme
E
δ
=
1
2
∫ L
0
{
Bc2(s) +K
(
x(s)− sx(L)
L
)2
+Ky2(s)
}
ds− µ (x(L)− x(0)) + Ehc (2.6)
δ est la taille du syste`me perpendiculairement au plan ou` il se de´forme, B le module de
flexion de la tige, L sa longueur, µ la force compressive qui est ajuste´e pour imposer le
rapport entre la longueur de la tige apre`s et avant gonflement ; le dernier terme repre´sente
la re´pulsion de coeur dur entre diffe´rentes parties de la tige. Les re´sultats des simulations
donnent des formes similaires aux formes expe´rimentales (Fig. 2.4d) et les longueurs
d’onde obe´issent a` la loi d’e´chelle 2.5. Ainsi l’auto-e´vitement de la tige est important
pour son e´tat d’e´quilibre.
Pour mieux comprendre l’origine des points de rebroussement, conside´rons une courbe
C de pe´riode λ et d’amplitude A (Fig. 2.5a) et les courbes qui lui sont paralle`les, obtenues
par une translation de distance d le long de chaque normale a` C. Augmentons progres-
sivement d. Il est aise´ de se convaincre que ces courbes deviennent singulie`res quand d
atteint le plus petit rayon de courbure de C ; les singularite´s sont alors localise´es aux
centres de courbure correspondant et consistent en des discontinuite´s de pente ou en des
points de rebroussement. Il en re´sulte la limite pour laquelle une structure physique on-
dulante d’e´paisseur h a des bords re´guliers, i.e. h ∼ λ2/A. Les singularite´s correspondent
aux caustiques de rayons suivant les normales aux courbes. Cet argument s’applique a`
l’apparition de singularite´s dans notre syste`me, dans le gonflement de blocs e´pais de gel
de [56] ou aux figures de de´laminage en fil de te´le´phone (Fig. 2.5a). On pourraˆıt s’attendre
au meˆme phe´nome`ne pour des cristaux liquides smectiques avec ancrage normal sur une
paroi ondule´e.
Re´fe´rence : E. Sultan & A. Boudaoud. Cusps in the buckling of a film bound to an
elastic foundation. En pre´paration (2006).
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2.3 Plastique de´chire´ et feuilles de plante
Les expe´riences de [53] ont montre´ que les feuilles de certains plastiques acquie`rent
un bord ondulant avec des fronces auto-similaires lorsqu’elles sont de´chire´es (Fig. 2.6a).
Les feuilles de certaines plantes – salade ou betterave par exemple – ont aussi des bords
oscillant a` plusieurs e´chelles. Le flambage du bord a une origine simple – le bord est
allonge´ par de´formation plastique lors du de´chirement ou par une croissance plus forte
pour les plantes – mais la forme fractale est plus myste´rieuse.
Nous conside´rons une plaque (Fig. 2.6b) munie d’une me´trique
ds2 = (1 + g(y))2 dx2 + dy2. (2.7)
qui traduit l’allongement du bord d’un facteur 1+ g(y) dans la direction x, g de´croissant
en s’e´loignant du bord1. Cette forme est la plus ge´ne´rale si le syste`me est invariant dans
la direction y. Notre premie`re approche consistait a` isoler un ruban e´troit de largeur
w paralle`le au bord et centre´ en y = y0. Les deux coˆte´s du ruban n’ont pas la meˆme
longueur d’e´quilibre, ce qui lui donne une courbure (d’e´quilibre) intrinse`que 1/ρ ≃ −g′(y0)
(on conside`re g ≪ 1). Avec les bonnes conditions aux limites, ce ruban oscille avec une
longueur d’onde proportionnelle a` ρ. Si l’on de´coupe toute la surface en rubans, on voit que
la longueur d’onde pre´fe´re´e augmente si g′′ > 0 (condition dont la signification apparaˆıt
ci-dessous), ce qui expliquerait une forme multi-e´chelles.
Revenons a` la plaque munie de la me´trique (2.7). Les de´placements sans traction
correspondent a` des plongements isome´triques de cette me´trique dans l’espace a` trois
dimensions. D’apre`s le the´ore`me de Gauss, ces plongements auraient une courbure de
Gauss donne´e par
G0(x, y) = −g′′(y). (2.8)
Autrement dit, il n’y a pas de traction si G = G0 partout. g
′′ < 0 signifie que G0 > 0 et
que la surface est hyperbolique. L’e´nergie e´lastique de la plaque (1.2) est remplace´e par
E =
∫ ∫ {
1
2
BM2 +
Eh
8
(
∆−1(G−G0)
)2}
dx dy. (2.9)
Nous avons imple´mente´ la minimisation de l’e´nergie e´lastique dans une approximation
adiabatique2 dans la direction y, le Laplacien inverse e´tant approche´ par ∆−1(G−G0) ≃∫ x
dx1
∫ x1 dx2(G−G0)(x2). Le de´placement transverse ξ(x, y) est repre´sente´ en Fourier
dans la direction x et en e´le´ments finis dans la direction y. Cette me´thode conduit a` des
simulations rapides et interactives, ce qui permet de « guider » le syste`me parmi tous les
minima me´tastables.
Nous trouvons effectivement, pour des fonctions g ressemblant a` des lois de puissance,
des formes fractales (Fig. 2.6b) avec les longueurs d’onde λ, λ/3, λ/32. . . Ce facteur a = 3
d’auto-similarite´ s’explique comme suit. Les e´quations sont invariantes par la syme´trie de
plan z = 0, d’ou` le de´veloppement en Fourier de la solution
ξ(x, y) =
∑
i
ξi(y) cos(2π(2i+ 1)x/λ) (2.10)
1Notons que la go´me´trie du flambage d’une bande de gel correspond au cas ou` g est une fonction de
Heaviside.
2Cette approximation est formule´e diffe´remment dans la publication.
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Fig. 2.6 – Flambage auto-similaire. a Bord d’une feuille plastique de´chire´e avec 6 ge´ne´-
rations [53] – un agrandissement de 3,2 redonne la meˆme forme. b,c,d Simulations nume´-
riques pour des perturbations a` la me´trique euclidienne de la forme g(y) = 1/(1+y/ℓ) : b
forme de plaque avec cinq ge´ne´rations pour h/L = 2,9 10−5, et ℓ/L = 8 10−3 – le facteur
d’agrandissement vaut 3 ; c plus petite longueur d’onde λ en fonction de l’e´paisseur de
la plaque h et ajustement a` une loi de puissance (qui donne un exposant 0,38) ; d plus
petite longueur d’onde λ en fonction de la longueur caracte´ristique ℓ de la me´trique et
ajustement a` une loi de puissance (exposant 0,62).
ne contient que des harmoniques impairs ; l’auto-similarite´ doit transformer des haromo-
niques impairs en des harmoniques impairs, d’ou` un facteur d’agrandissement a impair.
Dans les simulations, nous trouvons en ge´ne´ral a = 3 proche du 3,2 expe´rimental, et
parfois a = 5, ce qui a aussi e´te´ observe´ dans les expe´riences. Les composantes ξi(y) de
Fourier du profil se de´duisent aussi les unes des autres par des dilatations convenables. Par
contre, l’existence ou non de plongements isome´triques est une question a priori difficile3.
Les simulations indiquent que les minima d’e´nergie proche du minimum absolu corres-
pondent a` des plongements car, quand h→ 0, leur e´nergie tend plus vite vers 0 que Eh.
Puisqu’il « existe » des e´tats sans traction, la courbure de Gauss de la surface doit ve´rifier
G = c1c2 = G0 = −g′′. Si l’on minimise l’e´nergie de flexion 1/2 B(c1 + c2)2, on trouve
en gros c1 = c2 =
√−g′′, soit des courbures plus grandes au bord, et par conse´quent
des longueurs d’onde augmentant du bord vers l’inte´rieur. Ces arguments permettant de
comprendre la ge´ne´ration de formes auto-similaires, il reste a` de´terminer les e´chelles de
coupure pour les longueurs d’onde. La plus grande est e´videment de l’ordre de la taille
du syste`me (la largeur de la plaque) et la plus petite4 λ ∼ h1/3ℓ2/3 est de´termine´e par un
e´quilibre entre flexion et traction a` petite e´chelle.
Nous avons donc montre´ que l’e´lasticite´ des plaques, associe´e a` une contrainte intrin-
se`que donne´e par la me´trique explique les observations sur les feuilles plastiques de´chire´es
3On peut parfois les construire a` la main [45].
4Cette formule corrige celle donne´e dans la publication.
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ou les feuilles des plantes. Ce syste`me rappelle la disposition des domaines magne´tiques
au bord d’un ferromagne´tique [39] ou des plis lors de la forte compression d’une plaque
dans une glissie`re [50], ou` l’auto-similarite´ de´coule d’une compe´tition entre conditions
aux limites et e´tat pre´fe´re´ en volume. Dans le cas d’une plaque munie d’une me´trique,
la contrainte est distribue´e en volume, et l’auto-similarite´ n’apparaˆıt pas pour tout g(y) ;
d’ailleurs la caracte´risation de de ces fonctions g(y) demeure ouverte.
Re´fe´rences : B. Audoly & A. Boudaoud. ‘Ruban a` godets’ : an elastic model for ripples
in plant leaves. Comptes Rendus Mecanique 330, 831-836 (2002).
B. Audoly & A. Boudaoud. Self-similar structures near boundaries. Phys. Rev. Lett. 91,
096105 (2003).
2.4 Film mince sur substrat e´lastique
Nous rajoutons maintenant une dimension d’espace au flambage d’une couche de gel
e´tudie´ ci-dessus. Le cas d’un film colle´ a` un substrat e´lastique est pertinent pour les
mate´riaux composites ou` le flambage est inde´sirable. Les e´tudes expe´rimentales se sont
renouvele´es avec la de´position de films me´talliques sur des e´lastome`res (Fig. 2.7a, [10]) :
lors du refroidissement, la diffe´rence des coefficients de dilatation thermique induit des
contraintes compressives isotropes dans le film. Diffe´rentes morphologies sont observe´es :
le flambage rectiligne ou` le film ondule avec un seul vecteur d’onde, les creˆtes formant
des droites paralle`les ; des motifs en chevron ou` les creˆtes zigzaguent ; des motifs en forme
de labyrinthe. Les deux derniers motifs sont encore mal compris [28]. Nous pre´sentons ici
une e´tude comple`te de la ge´ne´ration des chevrons.
Comme explique´ pre´ce´dement, le film est instable pour une compression de de´forma-
tion ǫ de´passant un seuil ǫf d’ordre C
2/3 et la longueur d’onde λf de flambage est d’ordre
hC−1/3, C = Em/Ed e´tant le rapport entre le module e´lastique du substrat et celui du
film. Dans la suite, les de´formations et les longueurs d’onde (notations avec des barres)
seront renormalise´es par ǫf et λf . En distinguant les directions x et y, le film est sou-
mis aux de´formations renormalise´es (ǫ0xx, ǫ
0
yy) dans le plan initial du film (x, y). L’e´nergie
du syste`me est la somme des e´nergies de flexion et de traction (en tenant compte des
de´formations impose´es) du film et de l’e´nergie e´lastique du substrat (que l’on calcule en
imposant comme condition aux limites des de´placements nuls paralle`lement a` la surface).
Le film est instable si α = (ǫ0xx + νǫ
0
yy)/(1 + ν) > 1. Au dela` du seuil, le de´placement
ξ0 = h
√
α− 1 cos(2πx/λf ) est solution exacte des e´quations d’e´quilibre ; nous avons ana-
lyse´ sa stabilite´ vis-a`-vis de perturbations de la forme
ξ(x, y) = ξ0(x, y) + b sin(2πx/λf ) cos(2πy/λz) + c cos(2πx/λf ) cos(2πy/λv). (2.11)
Le terme d’amplitude b correspond a` des perturbations en zig-zag et celui d’amplitude
c de´crit des perturbations variqueuses. Nous trouvons le diagramme de stabilite´ de la
figure. 2.7b. Si l’on augmente la compression au dela` du seuil de flambage rectiligne, le
syste`me forme toujours des zig-zags en premier.
Nous passons maintenant au re´gime de forte compression. La traction du film devient
couˆteuse, ce qui impose une forme de´veloppable. Quelles sont alors les formes de´velop-
pables pe´riodiques borne´es ? Un cylindre de base une courbe pe´riodique (comme le motif
de flambage initial) re´pond a` la question, mais il ne permet pas de relaˆcher les contraintes
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Fig. 2.7 – Flambage d’un film sur substrat e´lastique [10]. a Vue de dessus d’un film de´pose´
sur un e´lastome`re puis refroidi. b Diagramme de stabilite´ dans le plan des de´formations
renormalise´es (ǫ0xx, ǫ
0
yy) impose´es au film pour un coefficient de Poisson ν = 0,3 du film :
le film plan est stable vis-a`-vis d’un flambage dans la direction x a` gauche de la droite
en pointille´s ; le motif rectiligne (ondulant dans la direction x) est instable vis-a` vis des
zig-zags au dessus de la droite en pointille´s et vis-a`-vis du mode variqueux au dessus de la
courbe en pointille´s. c Construction du motif a` forte compression a` l’aide d’un Miura-ori.
dans la direction des ge´ne´ratrices. Si l’on incline ce cylindre et on le replie en utilisant des
syme´tries planes, on peut obtenir une surface de´veloppable forme´e de parties cylindriques
raccorde´es par des plis courbes. Comme les plis courbes sont de´favorise´s e´nerge´tiquement
par rapport aux plis rectilignes (Chapitre 1, section 1.2), nous proposons finalement la
construction de la figure 2.7c, qui se trouve eˆtre le Miura-ori5 ; il s’agit d’un pavage de la
feuille par des paralle´logrammes (de´finis par l’angle θ et les longueurs a et b), plie´ avec
une amplitude A. Un calcul ge´ome´trique montre que la compression est relache´e si
ǫ0xx =
1
2
(
A tan θ
b
)2
, ǫ0yy =
1
2
(
A
b
)2
. (2.12)
Nous en de´duisons un re´sultat robuste, les zig-zags sont a` angle droit (θ = π/4) si la
compression est isotrope. L’e´nergie du syste`me est alors la somme de l’e´nergie des plis
et de l’e´nergie du substrat – calcule´e a` l’aide de transforme´es de Fourier. Mais lorsque
nous minimisons cette e´nergie, nous trouvons que le rapport d’aspect a/b doit eˆtre infini.
Plus pre´cise´ment pour a/b≪ 1, le substrat oscille a` la longueur d’onde b, son e´nergie par
unite´ de surface est alors d’ordre Embǫ ; les plis dominants ont une longueur a et un angle
A/b ∼ ǫ1/2, d’ou`ne e´nergie d’ordre Eh8/3ǫ7/6a1/3/(ab) (nous divisons par la surface d’une
cellule ab pour obtenir l’e´nergie par unite´ de surface) ; il est bien possible de faire tendre
les deux e´nergies vers 0 en avec b→ et a2/3b→∞ !
Pour comprendre la se´lection de la taille des zig-zags a` forte compression, nous avons
construit un mode`le simplifie´ dans le but d’une imple´mentation nume´rique efficace. Nous
nous restreignons a` la classe des de´placements ξ(x, y) = f(x−g(y)) — ce qui re´duit nota-
blement le nombre de degre´s de liberte´ — et nous simplifions l’e´nergie de traction d’une
manie`re comparable a` celle utilise´e pour les fronces auto-similaires. Si nous commenc¸ons
les simulations nume´riques a` forte compression, nous obtenons effectivement des zig-zags
5Ou pliage de Miura.
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a` grande e´chelle : a vaut la moitie´ de la taille du syste`me. Par contre, si l’on augmente
graduellement la compression a` partir de ze´ro, le flambage rectiligne est suivi par des zig-
zags quasi-sinuso¨ıdaux de longueur d’onde d’ordre λf qui deviennent triangulaires avec
a ∼ λf . Le motif de Miura-ori de´crit donc la forme du film a` forte compression et sa
longueur d’onde est se´lectionne´e par pie´geage dans un minimum secondaire.
Re´fe´rence : B. Audoly & A. Boudaoud. Herringbone patterns in thin films bound to
compliant substrates. En pre´paration (2006).
Cloˆture
Nous avons e´tudie´ ici la morphogene`se dans les objets e´lastiques soumis a` des gradients
de contraintes me´caniques. Une plaque dont la longueur naturelle (la me´trique) varie avec
la distance au bord peut flamber en un motif sinuso¨ıdal – notre expe´rience sur les bandes
de gel, les bords de mollusques ou de certaines feuilles de plante – ou en un motif fractal
– les feuilles plastiques de´chire´es ou d’autres feuilles de plante. Quelles sont les conditions
exactes qui conduisent a` l’un ou a` l’autre type de motifs ? Une plaque comprime´e et
colle´e a` un substrat e´lastique flambe ; si la longueur d’onde est petite, des points de
rebroussement apparaissent et rappellent les formes des circonvolutions ce´re´brales ou des
muqueuses, par exemple ; si la compression est forte, des motifs en chevrons se forment
et la mesure de l’angle θ permet de caracte´riser l’e´tat de contraintes du film. Dans une
perspective biologique, il est a` noter que, dans ce chapitre, nous n’avons pas conside´re´ de
couplage entre croissance et contraintes me´caniques. Nous reviendrons sur ce point dans
la conclusion du me´moire.
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Chapitre 3
Mouillage dynamique
« Apre`s le mouillage, la manoeuvre termine´e, tout marchait un peu a` la
diable, a` bord [...]. »
Pierre Loti, Matelot.
Nous abandonnons (provisoirement) les films e´lastiques pour nous inte´resser aux films
fluides. Comment une goutte place´e sur un substrat s’e´tale-t-elle ou se re´tracte-t-elle ?
Nous conside´rerons des liquides contenant un polyme`re en solution, des liquides vola-
tils ou un substrat rugeux. Ici encore, une singularite´ apparaˆıt – a` la ligne de contact
liquide/solide/vapeur – et des instabilite´s peuvent se produire pour un film en e´vapo-
ration. Comment la re´gularisation de la singularite´ se manifeste-t-elle a` grande e´chelle ?
Quelles sont les formes engendre´es lors de l’e´talement, de la re´traction ou de l’e´vapora-
tion ? Telles sont les questions que nous aborderons apre`s avoir introduit les films minces
et le mouillage dynamique. Pour des revues, on pourra consulter [6, 18, 36, 46, 49], par
exemple.
3.1 Introduction a` la the´orie du mouillage dynamique
Conside´rons un film de liquide newtonien sur un substrat (Fig. 3.1), soumis a` sa
tension de surface γ et a` des forces conservatives – gravite´ ou van der Waals, par exemple
– de potentiel φ(x, y). S’il est mince et de petite pente (approximation de lubrication), la
somme de la pression et du potentiel π = p+φ ne de´pend pas de l’altitude z et est e´gale a`
sa valeur a` la surface obtenue avec la loi de Young-Laplace, p0− γ∂2h/∂x2+φ(z = h), p0
e´tant la pression du gas. Avec une condition de non-glissement sur le substrat, la vitesse
moyenne V (x) =< v(x, z) >z s’obtient a` partir des e´quations de Stokes sous la forme
1
V = −h
2
3η
∂π
∂x
= −h
2
3η
∂
∂x
(
−γ ∂
2h
∂x2
+ φ(x, z = h(x))
)
, (3.1)
h(x) est l’e´paisseur du film. La conservation de la masse
∂h
∂t
+
∂
∂x
(hV ) = 0 (3.2)
1Pour simplifier la pre´sentation, nous conside´rons le syste`me invariant dans la direction y ; toutes les
e´quations peuvent eˆtre aise´ment ge´ne´ralise´es quand il y a isotropie dans le plan (x, y).
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Fig. 3.1 – Ecoulement dans un film mince – de´finition des directions x et y de l’e´paisseur
du film h et de la vitesse horizontale v.
clos le proble`me. Dans le cas ou` seule les forces capillaires sont importantes2, l’e´quation
d’e´volution – ou e´quation de lubrification – se re´duit a`
∂h
∂t
+
γ
3η
∂
∂x
(
h3
∂3h
∂x3
)
= 0. (3.3)
Nous conside´rons maintenant le mouvement d’une ligne de contact a` la vitesse U dans
la direction des x ne´gatifs en prenant h(x+ Ut) comme fonction de x+ Ut,
U +
γ
3η
h2
∂3h
∂x3
= 0. (3.4)
Premier proble`me : cette e´quation n’a pas de solutions qui s’annulent. Si l’on s’inte´resse
aux solutions qui ont une pente finie pour x→ +∞, la pente θ = h′ – ou angle de contact
dynamique – est donne´e par
θ3(x) = 9 C ln x
ℓ
avec C = ηU
γ
· (3.5)
Cette e´quation est appele´e loi de Cox-Voinov et relie l’angle macroscopique a` la vitesse
de la ligne de contact. C est appele´ nombre capillaire. La loi de Cox-Voinov pose d’autres
proble`mes qui ont suscite´ de nombreuses e´tudes. Quelle est la valeur de la longueur ℓ ?
Elle de´pend en fait de la physique microscopique : forces de van der Waals, glissement du
liquide sur le substrat, interface diffuse. . . Quelle valeur de x doit-on prendre pour calculer
l’angle de contact dynamique ? On consultera avec profit [24] pour une discussion de ces
questions. Par ailleurs, le liquide peut mouiller ou ne pas mouiller le substrat. En ge´ne´ral,
on ajoute le cube de l’angle de contact d’e´quilibre θ3eq au membre de droite de (3.5).
Si l’on choisit une longueur macroscopique x = L dans la de´pendance logarithmique
de la loi de Cox-Voinov (3.5), on obtient une loi de mobilite´ U = f(θ, θeq) pour une ligne
de contact. Conside´rons alors l’e´talement d’une goutte mouillante. Comme le nombre
capillaire est petit en ge´ne´ral, les forces visqueuses ne sont importantes que pre`s de la
ligne de contact et la goutte a la forme d’une portion de sphe`re. Soit R le rayon de la
projection de la goutte sur le substrat – appele´ rayon de la goutte par la suite – et Ω
son volume. La conservation du volume Ω = π/4 R3θ combine´e avec (3.5) donne la loi
2L’e´chelle caracte´ristique des variations d’e´paisseur doit eˆtre petite devant la longueur capillaire ℓc =√
ρg/γ. Ainsi la gravite´ g est ne´gligeable.
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d’e´volution du rayon (loi de Tanner)
R ∼ Ω3/10
(
ηt
γ
)1/10
ln1/10
L
ℓ
. (3.6)
Notons que l’e´quation de lubrification (a` deux dimensions d’espace) admet des solutions
auto-similaires3 qui redonnent la loi de puissance ci-dessus. Dans le cas de liquides rhe´o-
fluidifiants (voir ci-apre`s), nous de´terminerons e´galement des solutions auto-similaires aux
e´quations d’e´volution.
Le facteur logarithmique de la loi de Cox-Voinov pourraˆıt sembler sans inte´reˆt du
point de vue des applications. Il permet en fait de sonder la physique microscopique
cache´e dans la valeur de ℓ. Ainsi, des expe´riences re´centes [33] ont montre´ que les forces
de van der Waals e´taient pertinentes pour l’e´talement d’huiles silicone. Comme nous le
verrons ci-dessous, il est important pour les liquides non-newtoniens.
3.2 Liquides non-newtoniens
Comment une goutte de liquide non-newtonien s’e´tale-t-elle ? Nous avons e´tudie´ deux
cas mode`le. Dans le premier, le liquide est rhe´ofluidifiant et la viscosite´ de´pend du taux
de cisaillement en loi de puissance
η = a
(
∂v
∂x
)−α
, (3.7)
avec la ge´ome´trie de la figure 3.1. La viscosite´ est plus faible pre`s de la ligne de contact
car le cisaillement y est plus fort ; on s’attend alors a` une acce´le´ration de l’e´talement pour
ce type de fluide.
Il est aise´ d’obtenir l’e´quation de lubrification
∂h
∂t
+∇ ·
(
1− α
3 + 2α
(γ
a
∇ · ∇2h
) 1
1−α
h
3+2α
1−α
)
= 0. (3.8)
On peut en chercher des solutions auto-similaires (voir notre premie`re publication pour
des re´fe´rences)
h(r, t) = L
(
t
τ
)−2 1−α
10−3α
H
(
r
ℓ
(τ
t
) 1−α
10−3α
)
, (3.9)
d’ou` la loi d’e´volution du rayon R ∼ tn, n = (1−α)/(10− 3α), qui se compare bien avec
les expe´riences (Fig. 3.2a).
Nous avons re´solu l’e´quation diffe´rentielle qui donne la forme H(ζ) de la goutte. Au
contraire du cas de fluides newtoniens, cette e´quation posse`de des solutions qui s’annulent ;
comme le liquide est mouillant, nous en choisissons les solutions de pente nulle a` la ligne
de contact (Fig. 3.2b). En utilisant le profil de la goutte, nous avons e´galement calcule´ le
pre´facteur de la loi d’e´talement, qui est en accord avec les expe´riences.
3En variables adimensionne´es h(r, t) = taH(r/tb), r e´tant la distance au centre de la goutte.
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Fig. 3.2 – Etalement de goutttes de liquide rhe´ofludidifiant. a Exposants n d’e´talement
(R ∼ tn) en fonction de l’exposant rhe´ologique α : expe´rience (points), the´orie capillaire
(courbe infe´rieure), the´orie gravitaire (courbe supe´rieure). b Formes the´oriques pour des
exposants rhe´ologiques α = 0,2 (courbe infe´rieure) et α = 0,8 (courbe supe´rieure).
Dans le second cas, la viscosite´ de cisaillement est constante, mais le liquide exhibe
des contraintes normales a` la direction de cisaillement [4],
σxx − σzz = ψ
(
∂v
∂z
)2
. (3.10)
ψ est le premier coefficient de contraintes normales. Pour des solutions dilue´es, la seconde
diffe´rence de contraintes normales σyy − σzz est ne´gligeable et ψ est constant. Cette non-
line´arite´ de la rhe´ologie rend le proble`me bien plus difficile que dans le cas de viscosite´s en
loi de puissance. Ici encore, on s’attend a` une acce´le´ration de l’e´talement car les contraintes
normales σzz, qui augmentent au voisinage de la ligne de contact, tendent a` e´paissir le
film.
Le champ des vitesses se mettant sous la forme
v(x, z, t) = Σ∞n=0 an(x)z
n, (3.11)
nous avons propose´ de le tronquer a` l’ordre 2. Cette troncature est exacte dans les deux
limites de fortes contraintes normales et de faibles contraintes normales. Dans l’approxi-
mation de lubrification, nous aboutissons a` deux e´quations couple´es pour le taux de
cisaillement s(x, t) moyenne´ sur l’e´paisseur et l’e´paisseur h(x, t),
2ηs− h ∂
∂x
(
γ
∂2h
∂x2
4ψs2
)
= 0, (3.12)
∂h
∂t
+
2
3
∂
∂x
(
h2s
)
= 0. (3.13)
Nous cherchons alors le profil pre`s d’une ligne de contact se de´plac¸ant a` la vitesse U
vers les x ne´gatifs, soit h(x+ Ut), ou`
1 +
1
3Ch
2h′′′ − 6ℓh
′
h
= 0. (3.14)
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Fig. 3.3 – Etalement de goutttes de liquide avec contraintes normales. a Pente the´orique
H ′ en fonction de la distance a` la ligne de contact X (variables sans dimension) : solution
nume´rique de l’e´quation 3.14 (courbe continue) et ajustement a` la loi de Cox-Voinov
(pointille´s). b Temps caracte´ristique 1/b de la de´pendance logarithmique en temps du
rayon de la goutte (R ∼ (t/ log(bt))1/10) et temps rhe´ologique ψ/η en fonction de la
concentration en polyme`re de la solution.
Cette e´quation diffe´rentielle a une seule solution raccordant un pre´film en x = ∞ a`
une pente macroscopique finie en x = +∞. Elle est repre´sente´e (adimensionne´e) dans la
figure 3.3a. La longueur « microscopique » de la loi de Cox-Voinov vaut
ℓ =
ψU
η
. (3.15)
Si l’on applique la loi de Tanner (3.6) a` la goutte, en prenant L = R, nous trouvons
R ∼ Ω3/10
(
ηt
γ
)1/10
ln−1/10
ηt
ψ
, (3.16)
en accord avec les expe´riences (Fig. 3.3b). Ici la mesure macroscopique du rayon de la
goutte re´ve`le la rhe´ologie a` grand cisaillement.
Dans les deux cas, l’e´talement est plus lent que pour un liquide newtonien, au contraire
de nos attentes a priori. En fait, le voisinage de la ligne de contact tend a` avancer plus
vite, ce qui diminue l’angle de contact macroscopique, ce qui diminue l’e´cart a` l’e´quilibre,
d’ou` une vitesse plus faible.
Re´fe´rences : S. Rafa¨ı, D. Bonn & A. Boudaoud. Spreading of non-Newtonian fluids on
hydrophilic surfaces. J. Fluid Mech. 513, 77-85 (2004).
A. Boudaoud. Non-newtonian thin films with normal stresses : dynamics and spreading.
Soumis a` Phys. Fluids. (2006).
3.3 Liquides en e´vaporation
La seconde variation autour de l’e´talement d’un liquide newtonien est la volatilite´. Une
goutte de liquide mouillant en e´vaporation s’e´tale puis se re´tracte. Quelle est la vitesse de
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Fig. 3.4 – Evaporation de gouttes d’alcanes. a,b Expe´riences avec l’heptane : a rayon R
normalise´ par le rayon maximal R0 en fonction de temps re´duit (t0− t)j/θ0/R20, j e´tant le
parame`tre d’e´vaporation t0 l’instant de disparition de la goutte et θ0 l’angle de contact a`
l’extension maximale de la goutte ; b angle de contact θ normalise´ par θ0 en fonction du
temps re´duit (t0− t)j/θ0/R20. c Pre´dictions pour R/R0 et θ/θ0 pour un nombre capillaire
C = 0,16.
re´tractation ? Notre contribution a` ce proble`me est modeste mais soule`ve d’autres ques-
tions. Le taux d’e´vaporation est donne´ par une transposition du champ e´lectrostatique
d’un conducteur en forme de disque a` la diffusion quasi-statique4 de la vapeur en dehors
d’une goutte de liquide [19] et l’e´quation de lubrification s’e´crit
∂h
∂t
+
1
3η
∇ · (h3∇ (γ∇2h)) = − j
R
√
1− (r/R)2 , (3.17)
r e´tant la distance au centre de la goutte et R son rayon. Le parame`tre d’e´vaporation
j est proportionnel a` la constante de diffusion de la vapeur dans l’air. Cette e´quation
a des solutions auto-similaires qui donnent R ∼ t4/7 et θ ∼ t−1/7 pour le rayon de la
goutte et son angle de contact lors de la re´traction, en de´saccord avec les observations
expe´rimentales.
Soient R0 et θ0 les valeurs de ces grandeurs a` l’extension maximale de la goutte.
L’e´paisseur caracte´ristique de la goutte est R0θ0 et le temps caracte´ristique de son e´vo-
lution θ0R
2
0/j. L’utilisation de ces grandeurs caracte´ristiques permet de superposer les
e´volutions temporelles des rayons et des angles de contact de diffe´rentes gouttes sur des
4Nous faisons cette approximation car outes les longueurs sont petites devant la longueur de diffusion
D/v, qui est le rapport entre la diffusivite´ D et la vitesse caracte´ristique de la ligne de contact.
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courbes universelles (Fig. 3.4a,b). Pour comprendre l’e´volution, nous proposons une ge´-
ne´ralisation de la loi de Cox-Voinov, en partant de l’ide´e que le taux d’e´vaporation ne
diverge pas a` la pe´riphe´rie de la goutte, mais sature a` une longueur microscopique ℓ.
En e´valuant les termes de l’e´quation 3.17 a` une distance ℓ de la ligne de contact et en
oubliant les pre´facteurs nume´riques et logarithmique, la loi de mobilite´ s’e´crit
C = θ3 − 1
θ
√
ℓR
. (3.18)
L’inte´gration de (3.17) sur toute la goutte donne par ailleurs l’e´volution temporelle du
volume Ω = π/4 R3θ,
dΩ
dt
= −2πjR. (3.19)
En prenant pour ℓ = a/θ2 la taille du pre´film dans la the´orie de l’e´talement avec forces
de van der Waals [18], a e´tant une taille mole´culaire, et en inte´grant les e´qautions dif-
fe´rentielles (3.18-3.19) nous obtenons des courbes comme celles de la figure 3.4c. Elles
sont qualitativement semblables aux observations expe´rimentales et montrent les meˆmes
exposants apparents d’e´volution temporelle. Toutefois une conse´quence de cette loi de
Cox-Voinov ge´ne´ralise´e est que θ0 ∼ R−1/60 a` l’extension maximale, de´pendance bien plus
faible que celle θ0 ∼ R−0,450 observe´e expe´rimentalement. D’autres fac¸ons de re´gulariser
la divergence du taux d’e´vaporation ne permettent pas de surmonter cette contradiction.
Quelle est alors la bonne physique pre`s de la ligne de contact ?
Re´fe´rence : C. Poulard, G. Gue´na, A.-M. Cazabat, A. Boudaoud & M. Ben Amar.
Rescaling the dynamics of evaporating drops. Langmuir 21, 8226-8233 (2005).
3.4 Instabilite´s lors de l’e´vaporation
Lors de la re´traction de gouttes en e´vaporation, la ligne de contact se met parfois a`
onduler (Fig. 3.5a, [51]). Par ailleurs, lors de l’e´vaporation de films nanome´triques d’eau,
des zones ou` le film est plus mince apparaissent et la limite entre les deux e´paisseurs de
film ondule (Fig. 3.5b, [25]). Le mode`le existant [11] pre´dit qu’un film en e´vaporation
est toujours instable, en contradiction avec les observations sur les gouttes ou` l’instabi-
lite´ n’est pas toujours pre´sente. Ce mode`le ne conside`re pas la phase gaseuse, alors que
l’e´vaporation est souvent limite´e par la diffusion de la vapeur dans l’air [19].
L’e´vaporation a deux effets principaux : elle prend de la chaleur au liquide, ce qui
peut entraˆıner des gradients de tempe´rature T et par conse´quent des gradients de tension
de surface (effet Marangoni : la tension de surface γ est fonction de la tempe´rature) ; une
mole´cule qui change de phase gagne de la quantite´ de mouvement, ce qui imprime une
force de recul a` l’interface proportionnelle au carre´ du flux massique d’e´vaporation J .
L’e´quation de lubrification se met sous la forme
∂h
∂t
+
∂
∂x
{
h3
3µ
∂
∂x
[
γ
∂2h
∂x2
+ φ(z = h) +
J2
ρv
]
+
h2
2µ
∣∣∣ dγ
dT
∣∣∣Lv
κ
∂
∂x
(hJ)
}
= − J
ρℓ
· (3.20)
ρv et ρℓ sont les masses volumiques de la vapeur et du liquide, respectivement. Le premier
terme dans l’accolade est la pression capillaire, le deuxie`me le potentiel des forces conser-
vatives, le troisie`me la force de recul due a` l’e´vaporation (ne´gligeable si l’e´vaporation
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Fig. 3.5 – Deux motivations pour l’e´tude de la stabilite´ d’une couche mince de liquide en
e´vaporation. a Ondulations de la ligne de contact d’une goutte d’eau en e´vaporation [51].
b Nucle´ation d’un film mince lors de l’e´vaporation de films nanome´triques d’eau et on-
dulations de la ligne de raccord entre le film e´pais et le film mince [25].
est lente) et le dernier provient de l’effet Marangoni. Lv est la chaleur latente massique
d’e´vaporation et κ la conductivite´ thermique du liquide.
Si la dynamique est lente, la diffusion de la vapeur est de´crite par l’e´quation de Laplace
∇2ρ = 0. (3.21)
Il reste a` donner les conditions aux limites. La phase gaseuse n’est pas a` l’e´quilibre, ce
que l’on impose par un flux constant loin du film
∂ρ
∂z
= −J0
D
, z → +∞. (3.22)
La condition a` l’interface relie le flux de diffusion de vapeur dans la phase gaz au taux
de transfert a` travers l’interface, impose´ par l’e´cart local de la densite´ en vapeur ρint a` sa
valeur a` l’e´quilibre thermodynamique ρeqv (Tint).
J = −D(∇ · n)ρ = vth(ρeqv (Tint)− ρint). (3.23)
D est le coefficient de diffusion de la vapeur et vth une vitesse thermique caracte´ristique.
Comme la tempe´rature a` l’interface est variable, il reste a` exprimer
ρeq(Tint) = ρ
eq(Tsubs)− dρeq
dT
Lv
κ
hJ, (3.24)
Tsubs e´tant la tempe´rature du substrat.
Dans la plupart des conditions expe´rimentales, l’e´vaporation est limite´e par la diffusion
et la condition (3.23) se re´duit a`
J = −D(∇ · n)ρ, ρint = ρeqv (Tsubs). (3.25)
Notons que dans ce cadre la`, l’analogie e´lectrostatique montre directement que l’e´vapo-
ration est stabilisante par effet de pointe : la densite´ de vapeur (le potentiel e´lectrique)
est constante sur la surface donc le flux de vapeur (champ e´lectrique) est plus grand
au dessus d’une bosse. L’e´quation de Laplace munie de cette condition aux limites peut
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se re´soudre perturbativement. Pour fermer l’e´quation de lubrification (3.20), il suffit de
calculer le flux d’e´vaporation,
J [h]
J0
= 1− d
dx
H[h] +
{
1
2
(
dh
dx
)2
+
d2h
dx2
h+
d
dx
H
(
h
d
dx
H[h]
)}
+
{
1
2
(
dh
dx
)2
H
[ dh
dx
]
− 1
2
d2
dx2
(
h2
d
dx
H[h]
)
− 2h dh
dx
H
[ d2h
dx2
]
− d
dx
H
(
h
d
dx
H
(
h
d
dx
H[h]
))
− 1
2
d
dx
H
[
h2
d2h
dx2
]}
+O(h4). (3.26)
H est la transforme´e de Hilbert de´finie par
H[f ](x) = 1
π
lim
ε→0+
∫
|x−x′|>ε
dx′
f(x′)
x′ − x. (3.27)
Cette expression du taux d’e´vaporation nous sera e´galement utile pour un proble`me tre`s
diffe´rent traite´ dans la section suivante.
Nous avons e´tudie´ la stabilite´ line´aire d’un film d’e´paisseur constante. Pour les films
nanome´triques de liquide polaire, l’effet Marangoni est ne´gligeable et la de´stabilisation
provient de la forme non monotone du potentiel φ. Un film ayant une e´paisseur pour
laquelle φ est de´croissant est instable si l’e´vaporation n’est pas assez intense. Avec les
parame`tres expe´rimentaux de [25], les longueurs d’onde les plus instables sont de l’ordre
de 10 µm, du meˆme ordre de grandeur que dans les expe´riences.
Pour des films macroscopiques, l’effet Marangoni est moteur d’instabilite´ si le film est
assez e´pais. Une comparaison avec les expe´riences sur des gouttes [51] est plus de´licate
car la ge´ome´trie est diffe´rente. En effet, avec les parame`tres expe´rimentaux nous trouvons
que les films sont toujours stables. Par contre le classement des liquides du plus stable au
moins stable correspond au classement expe´rimental. Les longueurs d’onde the´oriques sont
un ordre de grandeur plus grande que les longueurs d’onde expe´rimentales. Il semble que
nous avons identifie´ les bons ingre´dients physiques – une compe´tition entre une instabilite´
de Marangoni et une stabilisation par l’e´vaporation – mais il faudrait confirmer ce sce´nario
en conside´rant une ge´ome´trie plus proche du voisinage d’une ligne de contact.
Dans les deux cas, nous avons e´galement de´termine´ l’e´quation d’amplitude qui de´crit
la dynamique du syste`me pre`s du seuil de l’instabilite´. Elle montre que les deux transitions
sont continues. Par ailleurs, elle a la proprie´te´ inhabituelle d’eˆtre non-locale – elle contient
des transforme´es de Hilbert. La non-localite´ modifie les instabilite´s secondaires et pourraˆıt
avoir d’autres conse´quences.
Re´fe´rences : E. Sultan, A. Boudaoud & M. Ben Amar. Diffusion-limited evaporation of
thin polar liquid films. J. Eng. Math 50, 209–222 (2004).
E. Sultan, A. Boudaoud & M. Ben Amar. Evaporation of a thin film : Diffusion of the
vapour and Marangoni instabilities. J. Fluid Mech. 543, 183–202 (2005).
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Fig. 3.6 – Ge´ome´trie pour une ligne de contact avanc¸ant sur une substrat he´te´roge`ne. La
ligne reste dans le plan y = 0 ; sa forme est de´finie par la fonction h(z) et L repre´sente
sa position macroscopique.
3.5 Rugosite´ d’une ligne de contact mobile
Notre contribution a` l’e´tude de la rugosite´ d’une ligne de contact se de´plac¸ant sur un
substrat he´te´roge`ne provient de la conjonction entre le calcul du taux d’e´vaporation de la
section pre´ce´dente et l’utilisation d’une nouvelle me´thode analytique donnant la rugosite´
d’une fracture se propageant dans un plan faible [32]. En effet, le calcul non-line´aire du
taux d’e´vaporation est quasiment identique au calcul non-line´aire de l’angle de contact,
alors que l’e´quation du mouvement de la ligne de contact est la meˆme — aux pre´facteurs
pre`s — que celle du front de fracture.
Conside´rons un film mince de liquide limite´ par une ligne de contact de forme prescrite
h(z) (Fig. 3.6). Nous voulons de´terminer l’angle de contact θ(z) pour e´crire une e´quation
du mouvement de la ligne. Si seules les forces capillaires sont importantes5 alors l’e´paisseur
du film Y (x, z) est de´termine´e par


∇2Y = 0 (x < h(z))
Y (x = h(z), z) = 0
∂Y
∂x
(x = −∞, z) = −θ0,
(3.28)
θ0 e´tant la pente loin de la ligne de contact. Ce proble`me a exactement la meˆme formula-
tion (a` la transformation h 7→ −h pre`s) que pour le taux d’e´vaporation quand la diffusion
est limitante. La diffe´rence entre les deux est cache´e dans le fait que la position moyenne
x = L de la ligne de contact est fixe´e a` grande e´chelle par le dispositif expe´rimental, ce
qui n’est pas pris en compte dans la formulation ci-dessus. Par conse´quent, en transpo-
sant le re´sultat pour le flux d’e´vaporation, il faut supprimer tous les termes de´pendant
explicitement de h. Nous obtenons alors
θ[h]
θ0
= 1+H[h′]+ 1
2
h′2+H[h′H[h′]]+ 1
2
h′2H[h′]+H[h′H[h′H[h′]]]+O(h′4, h/L). (3.29)
5A des e´chelles petites devant la longueur capillaire et grandes devant les longueurs mole´culaires.
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En supposant le nombre capillaire petit, la vitesse normale de la ligne de contact est
donne´ par la line´arisation de la loi de la mobilite´, vn = U
⋆(θ− θeq), soit en tenant compte
de la projection sur la direction x,
∂h
∂t
= U⋆
√
1 + h′2(θ[h]− θeq). (3.30)
L’he´te´roge´ne´ite´ du substrat se manifeste dans l’angle d’e´quilibre, qui est la somme d’une
partie constante et d’une partie fluctuante θeq = θ
⋆
eq + η(z, h). Nous supposons que les
fluctuations de vitesse sont petites devant la vitesse moyenne de la ligne ce qui conduit a`
l’approximation de bruit « thermique » η(z, h) ≃ η(z, vt) = ηˆ(z, t),
θeq = θ
⋆
eq + ηˆ(z, t), 〈ηˆ (z, t) ηˆ (z′, t′)〉 = 2Dδ (z − z′) δ (t− t′) . (3.31)
Les e´quations (3.29-3.31) de´terminent comple`tement le mouvement de la ligne. Aux coeffi-
cients nume´riques pre`s, elles ont la meˆme forme (jusqu’a` l’ordre 2) que pour la propagation
d’une fracture [32].
Pour caracte´riser la rugosite´ de la ligne, on utilise les fonctions de corre´lations
〈
[h(x, t)− h(x′, t′)]2
〉1/2
= |x− x′|2αf
( |x− x′|
|t− t′|z
)
. (3.32)
α est l’exposant de rugosite´ et z l’exposant dynamique. La me´thode utilise´e construit
un de´veloppement auto-cohe´rent des solutions de l’e´quation de Fokker-Plank associe´e a`
l’e´quation du mouvement (e´crite en modes de Fourier). Il en re´sulte deux phases possibles :
une phase lisse avec α = 0 et z = 1 et une phase rugueuse avec α = 1/2 et z = 2.
L’exposant α = 1/2 est en accord avec les expe´riences a` faibles vitesses moyennes [44]
pour lesquelles l’approximation de bruit thermique ne semble pas strictement valable.
Toutefois, dans les expe´riences, le mouvement de la ligne se fait essentiellement par des
avalanches rapides pour lesquelles notre approximation est pertinente. La ligne de contact
mobile fait ainsi partie de la meˆme classe d’universalite´ que la fracture se propageant dans
un plan faible.
Re´fe´rence : E. Katzav, M. Adda-Bedia, M. Ben Amar & A. Boudaoud. Roughness of
moving elastic lines in heterogeneous media : wetting and fracture. En pre´paration (2006).
Cloˆture
Ici, nous avons caracte´rise´ l’e´talement de gouttes de liquides non-newtoniens et l’e´va-
poration de gouttes de liquide newtonien, en montrant comment la physique du voisinage
de la ligne se manifeste a` grande e´chelle. Nous avons e´tudie´ la de´stabilisation de films
en e´vaporation par des gradients de tension de surface ou par des forces e´lectrostatiques
a` petite e´chelle. Enfin, nous avons exhibe´ une phase rugueuse pour le mouvement d’une
ligne de contact sur un substrat he´te´roge`ne. Nos re´sultats the´oriques appellent de nou-
velles expe´riences sur l’e´vaporation de films d’e´paisseur constante et le mouvement de
lignes de contact a` plus hautes vitesses.
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Chapitre 4
Auto-organisation
« Quand j’entre dans l’œuvre de Grandville, j’e´prouve un certain malaise,
comme dans un appartement ou` le de´sordre serait syste´matiquement organise´
[...]. »
Charles Baudelaire, Curiosite´s esthe´tiques.
Apre`s avoir e´tudie´ des films liquides, nous passons a` la dynamique de films d’air.
Lors qu’une goutte de liquide est de´pose´e sur un bain du meˆme liquide, le film d’air qui
les se´pare s’amaincit jusqu’a` sa rupture qui conduit a` la coalescence de la goutte avec
le bain. Nous verrons que la coalescence peut eˆtre inhibe´e en imposant une vibration
au bain, ce qui entretient le film d’air. Les gouttes rebondissantes ainsi obtenues peuvent
ge´ne´rer des ondes de surface et interagir entre elles. Cette interaction conduit a` l’existence
des principaux types d’auto-organisation connus pour les e´tats localise´s, faisant de ce
syste`me un mode`le de physique non-line´aire. Ensuite, nous revenons aux tiges e´lastiques
et a` la coalescence. Deux tiges extraites d’un bain peuvent coalescer sous l’effet des forces
capillaires. Combien y a-t-il de cheveux dans une touffe mouille´e ? Pour re´pondre a` cette
question, nous serons amene´s a` utiliser les concepts des processus d’aggre´gation. Pour des
revues sur ces diffe´rents sujets, et sur d’autres relie´s, on pourra consulter [15, 17, 23, 37,
43, 58, 61].
4.1 Gouttes rebondissantes
Pour commencer, si l’on de´pose une goutte sur un bain du meˆme liquide mis en
vibration, la coalescence peut eˆtre inhibe´e. La goutte peut alors rebondir « inde´finiment »
sur le substrat (Fig. 4.1a). Nous e´tudions d’abord la condition de rebond de la goutte.
Nous conside´rons que l’air n’entraˆıne pas le liquide car sa viscosite´ µa est petite devant
celle du liquide µ (nous y reviendrons plus tard). A un instant donne´, le film d’air a une
e´paisseur h et un rayon rF. A l’atterrissage, l’air re´siste a` l’e´crasement si le nombre de
Reynolds est assez petit, Re = ρah
2ω/µa < Rec, ρa e´tant la masse volumique de l’air et ω
la pulsation de la vibration (et du rebondissement). La the´orie de lubrification indique que
la force de re´sistance a` l’e´crasement ou au de´collage est proportionnelle a` F ∼ µar4Fω/h2.
Au de´collage, l’acce´le´ration du bain γm doit compenser la gravite´ g et la force de succion,
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Fig. 4.1 – Inhibition de la coalescence d’une goutte avec un bain du meˆme liquide. a, b,
c Le bain est soumis a` une vibration sinuso¨ıdale d’acce´le´ration γm ; une goutte de 2 mm
de rayon rebondit a` la surface. d Le seuil de rebond re´duit (γcm − g)/ℓ en fonction de la
fre´quence de vibration ω/2π ; g est l’acce´le´ration de la gravite´ et ℓ une longueur construite
a` partir de la dynamique du film d’air entre la goutte et le bain. e, f Une goutte de 2 cm
de diame`tre survit une demi-heure avec ou sans vibrations.
d’ou` une expression du seuil
γcm − g =
1
Rec
ρa
ρ
ℓω2, ℓ =
r4F
R3
, (4.1)
ρ e´tant la masse volumique du liquide et R le rayon de la goutte. Pour de´terminer le rayon
caracte´ristique du film rF, nous conside´rons l’e´quilibre d’une goutte de tension de surface
γ place´e sur un bain du meˆme liquide, avec une tension de surface 2γ correspondant aux
deux faces du film, et soumise a` une acce´le´ration g− γL, γL e´tant l’acce´le´ration du bain a`
l’atterrissage. L’e´chelle ℓ ainsi obtenue permet de mettre sur une meˆme courbe toutes les
mesures de seuil de rebond, et la de´pendance en ω2 est bien observe´e expe´rimentalement
(Fig. 4.1b). Une fois qu’elle rebondit, il est possible d’injecter avec une seringue du liquide
dans la goutte et la faire grossir jusqu’a` une taille centime´trique (Fig. 4.1c) ; elle arreˆte
alors de rebondir et le film d’air s’amincit lentement jusqu’a` sa rupture. Les solutions auto-
similaires de l’e´quation de lubrification correspondent aux observations expe´rimentales :
l’e´paisseur du film est approximativement constante et l’e´paisseur du film de´croˆıt en
inverse du carre´ du temps.
Revenons aux conditions d’inhibition de la coalescence. Le film d’air ne devant pas
entraˆıner le liquide, les contraintes de cisaillement µaU/h pour un e´coulement a` vitesse U
dans le film doivent eˆtre plus petites que les contraintes µU/R dans la goutte. La goutte
adapte sa forme lors du rebond si son temps de relaxation visqueuse µR/γ est petit devant
la pe´riode de vibration 1/ω. Ces deux conditions donnent un intervalle de viscosite´s du
liquide µaR/h ∼ 10 Pa.s < µ < γ/(ωR) ∼ 1 Pa.s pour des gouttes millime´triques, en
accord avec les observations expe´rimentales.
Si l’on augmente l’amplitude de vibration au dela` d’un seuil bien de´fini, des ondes
apparaissent spontane´ment sur le bain – c’est l’instabilite´ de Faraday [22], ou` le forc¸age
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parame´trique a` la pulsation ω excite des ondes capillaro-gravitaires de pulsation ω/2.
Plac¸ons une goutte millime´trique sur la surface et augmentons graduellement l’amplitude
du forc¸age au dessus du seuil de rebond. A partir d’un certain seuil, la goutte excite des
ondes circulaires de faible amplitude a` la pulsation ω ; dans ce re´gime, des gouttes rebon-
dissantes identiques s’organisent en un re´seau triangulaire de pas donne´ par la longueur
d’onde. A partir d’un second seuil, les gouttes subissent une transition de doublage de
fre´quence : un saut de dure´e plus longue alterne avec un saut court, jusqu’a` ce que le
saut court disparaisse et que la goutte vienne en contact avec la surface toutes les deux
pe´riodes 4π/ω. A ce moment-la`, on est le´ge`rement sous le seuil de l’instabilite´ de Faraday
et la goutte est efficace pour exciter des ondes de Faraday a` la pulsation ω/2. Un tel
syste`me d’ondes est visible sur la figure 4.2a. Dans ce re´gime, les gouttes acquie`rent un
mouvement horizontal et ont des interactions non-triviales entre elles. Notons toutefois
que d’autres re´gimes sont observe´s : transition vers le chaos par doublage de fre´quence et
intermittence.
Commenc¸ons par expliquer le mouvement horizontal. A chaque rebond sur une surface
incline´e, il y a transfert de quantite´ de mouvement dans la direction horizontale. D’autre
part lors d’un rebond incline´, le cisaillement du film d’air ralentit le mouvement horizontal.
L’e´quation du mouvement horizontal x(t) moyenne´e sur un saut se met alors sous la forme
m
d2x
dt2
= F b sin
(
2π
V ϕ
dx
dt
)
− f v dx
dt
. (4.2)
L’amplitude de la force motrice F b est donne´e par la projection de l’inertie verticale mγm
de la goutte sur la pente de la surface AF/λF sin(2πV/Vϕ), AF et λF e´tant l’amplitude
et la longueur d’onde du syste`me d’onde excite´, et 2πV/Vϕ le de´phasage au saut suivant
de la goutte par rapport a` son onde si elle avance a` la vitesse V , Vϕ e´tant la vitesse
de phase. Le coefficient de re´sistance visqueuse f v est proportionnel au rapport µarF/h
caracte´risant le film de rayon rF et d’e´paisseur h. Cette e´quation du mouvement pre´dit une
bifurcation continue vers la marche quand F b > f vVϕ/2π. Le comportement de la vitesse
en racine de γm−γcm est en accord avec les observation pour les petites gouttes (Fig. 4.2b).
Par contre, nous n’avons pas d’explication satisfaisante pour l’hyste´re´sis observe´ pour les
grosses gouttes.
L’e´quation du mouvement se ge´ne´ralise aise´ment a` deux dimensions. En pre´sence
d’une autre goutte en r′, il faut y rajouter un terme donne´ par la pente des ondes qu’elle
e´met1,
m
d2r
dt2
= F b sin
(
2π
V ϕ
∣∣∣∣ drdt
∣∣∣∣
)
dr/dt
|dr/dt| − f
v dr
dt
+ F ′b exp
(
−|r− r
′|
λA
)√
λF
|r− r′| sin
(
2π
|r− r′|
λF
)
, (4.3)
λA e´tant la longueur d’amortissement des ondes de Faraday. L’inte´gration nume´rique des
e´quation du mouvement donne des trajectoires tre`s similaires aux trajectoires expe´rimen-
tales (Fig. 4.2c). Un choc entre deux gouttes identiques est attractif ou re´pulsif selon
1Ce terme corrige celui de la publication, errone´ quant a` la de´pendance radiale de l’amplitude d’ondes
circulaires.
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Fig. 4.2 – Les gouttes deviennent des marcheurs pre`s du seuil de l’instabilite´ de Faraday –
elles ont un mouvement de translation rectiligne a` une vitesse de quelques mm/s. a, b, c
Goutte de 0,75 mm de diame`tre en translation vers la droite et le syste`me d’ondes associe´.
d Vitesse Vw de gouttes de diffe´rents diame`tres D, adimensionne´e par la vitesse de phase
Vϕ des ondes de surface a` la fre´quence double du forc¸age, en fonction de l’amplitude
du forc¸age γm/g. e, f Superposition de photographies expe´rimentales vues de dessus :
collision entre deux gouttes identiques (l’orbite a un diame`tre de 6 mm). g, h Trajectoires
the´oriques dans les meˆmes conditions.
le parame`tre d’impact. Un choc attractif conduit a` des orbites de diame`tre quantifie´ :
le de´calage entre deux orbites successives vaut approximativement λF, comme on le re-
trouve en de´terminant les solutions circulaires des e´quations du mouvement. Ainsi, nous
obtenons l’e´quivalent d’e´tats localise´s (voir [15]) qui interagissent par les ondes associe´es.
Plusieurs questions restent en suspens : l’existence d’un seuil supe´rieur de forc¸age pour
le rebond, le seuil d’e´mission d’ondes de Faraday par des gouttes, l’hyste´re´sis dans la
transition vers la marche pour les grosses gouttes. . .
Re´fe´rences : Y. Couder, S. Protie`re, E. Fort & A. Boudaoud. Walking and orbiting
droplets. Nature 437, 208 (2005).
S. Protie`re, Y. Couder, E. Fort & A. Boudaoud. The self-organisation of surface waves
sources. J. Phys. Cond. Mat 17, S3529-S3535 (2005).
S. Protie`re, A. Boudaoud & Y. Couder. Particle-wave association on a fluid interface. J.
Fluid. Mech. 554, 85-108 (2006).
4.2 Auto-assemblage capillaire de tiges
Pour comprendre l’auto-assemblage capillaire de tiges – des cheveux mouille´s – en
touffes, nous avons commence´ par une ge´ome´trie a` deux dimensions. Des lamelles de
rigidite´ de flexion B sont assemble´es avec une se´paration constante d et plonge´es dans
un liquide mouillant de tension de surface γ, puis la brosse qu’elles constituent est pro-
gressivement retire´e du liquide, le parame`tre de controˆle e´tant la hauteur L extraite. Au
de´but, des lamelles voisines coalescent pour former des groupes de deux. Le processus
d’aggre´gation continue lorsque la hauteur L est augmente´e. A chaque e´tape, deux touffes
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Fig. 4.3 – Aggre´gation capillaire de lamelles. a, b, c Photographies a` diffe´rentes hauteurs
L d’extraction. L’histoire du processus d’aggre´gation se lit sur la dernie`re photographie. d
Hauteur d’ascension du liquide Lwet en fonction de la la longueur d’extraction L. Transi-
tion entre re´gime d’ascension capillaire (Lwet = hJ) et re´gime de collage (Ldry = L−Lwet
constant). e Re´gime de collage : longueur se`che Ldry en fonction de la se´paration entre
lamelles d (l’unite´ de longueur est la longueur e´lastocapillaire LEC) et comparaison avec
la the´orie (ligne) sans parame`tre ajustable.
coalescent pour donner une touffe plus grosse (Fig. 4.3a, b). Ainsi, l’histoire du processus
de coalescence peut se lire en regardant la touffe finale (Fig. 4.3c).
L’e´ve`nement e´le´mentaire correspond a` la coalescence entre deux lamelles. Si l’on repe`te
l’expe´rience avec deux lamelles isole´es, elles sont rigides a` faible hauteur L et l’on observe
une ascension capillaire a` la hauteur de Jurin hJ = 2ℓ
2
c/d, ℓc =
√
γ/ρg e´tant la longueur
capillaire ; les lamelles se collent a` plus grand L et l’on observe alors que la longueur non
mouille´e Ldry = L − Lwet reste constante (Fig. 4.3d). Ceci se comprend si l’on e´quilibre
l’e´nergie de flexion 3B(d/L2dry)
2Ldry avec l’e´nergie capillaire 2γLdry perdue en ne mouillant
pas toute la hauteur entre lamelles, ce qui donne la hauteur se`che
Ldry =
31/2
21/4
√
dLEC, avec LEC =
√
B
γ
(4.4)
que nous appelons longueur e´lastocapillaire, en accord avec les expe´riences (Fig. 4.3e).
Cette loi se ge´ne´ralise pour calculer la taille de formation d’un touffe de N lamelles.
Il est plus favorable qu’elle se forme a` partir de deux touffes de tailles N/2. Comme leur
rigidite´ est BN/2 et leur se´paration Nd/2, l’e´quation (4.4) donne
Ldry =
√
3
2
N3/4
√
dLEC, (4.5)
en accord avec les mesures du nombre maximal Nmax de lamelles par touffe pour une
hauteur d’extraction L donne´e (Fig. 4.4a).
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Fig. 4.4 – Caracte´risation de la taille des touffes. a Longueur se`che Ldry en fonction du
nombre de lamelles par touffe Nmax et comparaison avec la the´orie (ligne) sans parame`tre
ajustable. b Sche´matisation du mode`le nume´rique : des particules initialement de masses
1 et re´parties a` peu pre`s avec un intervalle constant sur une ligne subissent des e´ve`ne-
ments de coalescence – a` chaque e´tape, la paire de particules voisines ayant la plus petite
se´paration est remplace´e par une seule particule (de masse e´gale a` la somme des masses
de la paire de particules) place´e au centre de gravite´. c Statistiques de tailles de touffe :
probabilite´ de trouver une touffe de taille N , mise a` l’e´chelle par la taille maximale Nmax.
Expe´riences (symboles varie´s), simulations nume´riques a` 106 particules apre`s 9,5 · 105,
9,7 · 105 et 9,9 · 105 e´tapes de coalescence (lignes fines), the´orie de champ moyen (ligne
e´paisse).
Si la cascade e´tait ide´ale, les touffes seraient toutes identiques, et , en retirant la
brosse, le nombre de lamelles par touffe prendrait les valeurs 1, 2, 4, 8, . . ., 2m, . . . En
fait, dans l’expe´rience, nous observons une distribution e´tendue de tailles N de lamelles.
Pour comprendre cet effet, nous avons construit un mode`le nume´rique comme suit. Des
particules initialement de masses 1 et re´parties a` peu pre`s avec un intervalle constant
sur une ligne subissent des e´ve`nements de coalescence – a` chaque e´tape, la paire de
particules voisines (masses N1 et N2) ayant la plus petite se´paration est remplace´e par
une seule particule (de masse N1 + N2) place´e au centre de gravite´ des deux particules
initiales (Fig. 4.4b). La simulation conduit aussi a` une distribution e´tendue de tailles.
Pour quantifier cette distribution pour une taille maximale Nmax donne´e (ce qui e´quivaut
a` se donner le temps dans le mode`le nume´rique ou la longueur d’extraction dans les
expe´riences), nous avons compte´ le nombre n(N,Nmax) de paquets de taille N dans un
syste`me de taille initiale Nlam. L’existence d’une cascade sugge`re la forme auto-similaire
n(N,Nmax) =
Nlam
N2max
ϕ(N/Nmax), (4.6)
ou` ϕ est une fonction inconnue a` ce stade. Cette forme permet de re´unir sur une seule
courbe les statistiques expe´rimentales et nume´riques (Fig. 4.4c).
Pour mieux comprendre les statistiques, nous avons construit une the´orie de champ
moyen pour la densite´ µ(N, t) = n(N,Nmax)/Nlam de particules de taille (masse) N .
L’e´quation cine´tique s’e´crit
∂µ
∂t
(N, t) =
1
2
∫
dN1dN2 K(N1, N2)µ(N1, t)µ(N2, t)δ(N1 +N2 −N)
58
−
∫
dN1 K(N,N1)µ(N, t)µ(N1, t). (4.7)
Le temps e´quivaut a` la donne´e de la hauteur d’extraction L. Toute la difficulte´ re´side
dans la construction du taux de re´action K. Dans notre cas, a` chaque instant, seuls des
groupes de la taille maximale Nmax(t) – une fonction croissante du temps impose´e – sont
forme´s, ce qui revient a` choisir
K(m1,m2) =
2
c
∫
dm n(m, t)
δ(N−1max(N1 +N2)− t). (4.8)
Le pre´facteur de la fonction δ traduit le fait qu’une particule peut coalescer avec l’un de
ses deux voisins parmi Nclusters =
∫
dm n(m, t) particules, avec la probabilite´ c qui rend
compte des corre´lations spatiales et qui sera ajuste´e aux re´sultats du mode`le nume´rique
pre´sente´ ci-dessus. Nous avons cherche´ des solutions a` l’e´quation cine´tique sous la forme
auto-similaire (4.6). La de´composition ϕ(ξ) = ϕe(ξ− 1/2)+ϕo(ξ− 1/2) ou` ϕe et ϕo sont
des fonctions paire et impaire, respectivement, permet de transformer l’e´quation inte´gro-
diffe´rentielle obtenue pour ϕ en un syste`me d’e´quations diffe´rentielles ordinaires qui a
une seule solution pour chaque valeur de la probabilite´ c. La valeur c = 0,668 donne le
meilleur accord avec les simulations du mode`le et est repre´sente´e dans la figure (Fig. 4.4c).
Ainsi la taille d’une touffe de cheveux est de´termine´e par un processus d’aggre´gation avec
taille maximale. Si l’on revient vers l’aggre´gation d’une assemble´e de fibres, l’e´ve`nement
e´le´mentaire reste la coalescence de deux touffes, mais la bidimensionnalite´ donne plus
de liberte´ a` la dynamique et la ge´ome´trie du re´seau sous-jacent transparait dans les
statistiques de coalescence.
Re´fe´rences : J. Bico, B. Roman, L. Moulin & A. Boudaoud. Elastocapillary coalescence
in wet hair. Nature 432, 690 (2004).
C. Py, R. Bastien, J. Bico, B. Roman & A. Boudaoud, 3D aggregation of wet fibers.
Soumis a` Europhys. Lett. (2006).
A. Boudaoud, B. Roman & J. Bico. Aggregation and fragmentation with a maximal size.
En pre´paration (2006).
Cloˆture
Nous avons e´tudie´ deux formes d’auto-organisation faisant intervenir la coalescence
et la non-coalescence. Dans le cas de gouttes rebondissantes, l’interaction se fait par
l’interme´diaire des ondes de surface. La transition vers la marche et les motifs forme´s
par les gouttes rappellent ainsi l’auto-adaptation d’un objet mobile dans une cavite´ vi-
brante [7, 8], ou` l’objet se de´place pour que la cavite´ soit a` re´sonance avec le forc¸age. Ici
la re´sonance des rebonds avec le forc¸age induit un de´placement des gouttes. Pour les tiges
mouille´es, l’interaction capillaire conduit a` leur coalescence. L’e´tude de la distribution de
tailles de paquets nous a conduit a` introduire un nouveau type de processus d’aggre´gation
– l’aggre´gation avec une taille maximale. La meˆme ide´e peut s’appliquer a` la fragmen-
tation (voir notre publication). Notons que la se´paration de deux lamelles colle´es par le
liquide est e´quivalente a` l’ouverture d’une fracture ou a` la se´paration de deux surfaces
adhe´rant par des forces de van der Waals. Le meˆme type d’approche pourraˆıt eˆtre utilise´
pour e´tudier macroscopiquement l’adhe´sion entre objets mous.
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Chapitre 5
Apre`s-propos
Pour conclure, nous rappelons nos principaux re´sultats et montrons les liens entre les
sujets traite´s qui se sont mutuellement enrichis. Nous pre´sentons ensuite les the´matiques
que nous comptons de´velopper dans l’avenir.
5.1 Conclusions
Synthe`se
Compactage et singularite´s. D’une part, nous avons de´veloppe´ une technique pour mesu-
rer l’e´nergie du coeur de singularite´s de plaques comprime´es – les coˆnes de´veloppables.
D’autre part, nous avons montre´ que le compactage de tiges et feuilles e´lastiques posse`de
trois proprie´te´s essentielles – un comportement proche de celui de verres, un alignement
local et une distribution e´tendue d’e´chelles caracte´ristiques – qu’il reste a` e´tudier en pro-
fondeur.
Croissance et flambage. D’une part, nous avons montre´ le roˆle de l’e´lasticite´ dans la crois-
sance de cellules a` parois. D’autre part, nous avons e´tudie´ plusieurs ge´ome´tries pour le
flambage engendre´ par des gradients de contraintes, en combinant the´orie et expe´riences
de gonflement de gels. Nous avons examine´ la se´lection des longueurs d’onde – une seule
ou une multiplicite´ selon les cas. Quelles sont les conditions exactes qui conduisent a`
chacun de ces deux cas ?
Mouillage dynamique. Nous avons caracte´rise´ le mouvement d’une ligne de contact pour
des liquides non-newtoniens ou volatils et identifie´ des effets re´gularisant la singularite´
a` la ligne de contact. Nous avons de´termine´ les conditions dans lesquelles des films en
e´vaporation deviennent instables. Nous avons enfin montre´ que les lignes de contact se
de´plac¸ant sur un substrat he´te´roge`ne peuvent devenir rugueuses. Ces deux derniers re´-
sultats appellent de nouvelles expe´riences.
Auto-organisation. Nous avons explique´ l’inhibition par vibration de la coalescence d’une
goutte avec un bain du meˆme liquide. De telles gouttes rebondissent et peuvent e´mettre
des ondes de surface par lesquelles elles interagissent et s’auto-organisent. Par ailleurs,
nous avons e´tudie´ la coalescence capillaire de tiges en touffes. Les imperfections initiales
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conduisent a` une distribution e´tendue de nombre de tiges par touffe. Ce syste`me constitue
un exemple de compe´tition entre adhe´sion et de´formations e´lastiques.
Lectures diagonales
Morphogene`se. C’est sans doute le maˆıtre-mot de ce me´moire. Nous nous sommes en effets
interesse´s a` la ge´ne´ration de formes pour les assemble´es de gouttes, les tiges et plaques
e´lastiques, les films liquides et des syste`mes composites liquide/solide.
Instabilite´s. Elles sont souvent sous-jacentes quand il s’agit de morphogene`se. Nous avons
conside´re´ la stabilite´ d’objets e´lastiques soumis a` des gradients de contraintes et de films
liquides en e´vaporation.
Singularite´s. Nous les avons e´tudie´es dans les plaques – le coeur des coˆnes de´veloppables
– et dans le mouvement d’une ligne de contact. Nous les avons utilise´es – les plis d’une
plaque – pour construire un mode`le de papier froisse´ ou la forme, a` forte compression,
d’un film sur substrat e´lastique.
Phe´nome`nes multi-e´chelles. Les singularite´s en font partie : une physique a` « petite »
e´chelle re´gularise une physique diffe´rente a` plus grande e´chelle. Par contre, une multipli-
cite´ d’e´chelles apparaˆıt dans le compactage de feuilles e´lastiques, le flambage d’une feuille
plastique de´chire´e ou l’auto-assemblage capillaire de tiges.
Approches statistiques. Nous avons utilise´ des outils de physique statistique pour e´tudier
les proprie´te´s moyennes d’une tige confine´ et d’une ligne de contact sur un substrat he´-
te´roge`ne. Nous avons utilise´ les approches des processus d’aggre´gation pour le mode`le de
papier froisse´ et pour la coalescence e´lastocapillaire.
Auto-similarite´. C’est aussi un concept unificateur. Il s’agit d’auto-similarite´ de forme :
exacte pour les fronces du plastique de´chire´ ou statistique pour le compactage, la ligne
de contact rugeuse, et la coalescence e´lasto-capillaire. L’auto-similarite´ spatio-temporelle
apparaˆıt dans l’e´talement de gouttes et la cine´tique d’aggre´gation.
5.2 Projets
Compactage, contraintes me´caniques et croissance
Le compactage est aussi relie´ a` la croissance. En effet une feuille qui croˆıt dans un
bourgeon se retrouve compacte´e et elle se de´plie a` l’ouverture du bourgeon. Quelle est
la relation entre le pliage et les veines ? Il semble que la croissance plus lente de la veine
principale soit importante.
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Avant de re´pondre a` la question pre´ce´dente, il faut e´tudier les
configurations re´gulie`res que peut prendre une feuille e´lastique
compacte´e. Nous envisageons deux dispositifs expe´rimentaux :
une feuille place´e dans un container et comprime´e le long de son
axe de syme´trie – pour mimer la veine centrale ; le gonflement
dans un container d’une plaque de gel de proprie´te´s conve-
nables. La seconde direction en ce qui concerne le compactage
est l’approfondissement de notre e´tude pre´liminaire dans une
ge´ome´trie quasi-bidimensionnelle (photographie ci-contre).
Comment quantifier la complexite´ des configurations et la relier aux mesures de forces ?
Nous pourrons emprunter des outils aux e´tudes sur les empilements de mate´riaux granu-
laires.
Participants : L. Boue´, S. Deboeuf, M. Adda-Bedia, coll. E. Sharon (MechPlant).
Dans les e´tudes pre´sente´es dans ce me´moire, nous avons laisse´ de coˆte´ la dynamique
de la croissance et son couplage avec les contraintes me´caniques. Nous commenc¸ons a`
travailler a` la mode´lisation de la croissance des os du craˆne, le but pratique e´tant de
comprendre et ame´liorer l’action des appareils dentaires.
Participants : F. Corson, M. Adda-Bedia, coll. M.-J. Deshayes (TCI).
D’autre part, nous re´fle´chissons a` la conception d’un syste`me pour l’application de
contraintes me´caniques aux extre´mite´s de tiges en croissance. Deux contraintes (au sens
commun) s’imposent au dispositif : la partie active de la tige a un rayon de l’ordre de 0,1
mm et il ne faut pas blesser la plante. Quelle serait la re´ponse physiologique ?
Participants : S. Deboeuf, M. Adda-Bedia, collaboration C. Kuhlemeier (MechPlant).
Objets flexibles et fluides
Nous avons vu dans la coalescence e´lastocapillaire que l’utilisation d’un fluide permet
de mimer l’adhe´sion entre objets e´lastiques mous. Nous pouvons utiliser cette propri´te´
pour e´tudier l’adhe´sion a` l’e´chelle macroscopique, ce qui facilite les expe´riences. Nos deux
pre´occupations actuelles sont l’optimalite´ d’une patte de le´zard qui permet de marcher
au plafond et la de´lamination (Fig. 2.5b).
Participants : M. Adda-Bedia, J. Bico, B. Roman, A. Lindner.
Des objets flexibles place´s dans un e´coulement se de´forment.
Notre premie`re e´tude est inspire´e par l’observation que les
feuilles de certains arbres se replient dans le vent, ce qui re´duit
la traˆıne´e de l’arbre et e´vite qu’il soit brise´. Nous avons place´
des disques coupe´s le long d’un rayon et tenus par leur centre
dans un e´coulement. Le disque se replie en coˆne, re´duisant sa
traˆıne´e. Nous avons montre´ que l’angle de repliement est bien
de´termine´ par un e´quilibre entre flexion et pression dynamique.
Nous comptons changer la ge´ome´trie, en commanc¸ant par sup-
primer la coupure du disque.
Re´fe´rence : L. Schouveiler & A. Boudaoud. The rolling-up of
sheets in a steady flow. J. Fluid. Mech. 563, 71-80 (2006).
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A plus long terme, je compte e´tudier des tiges place´es dans un e´coulement. Avec
encore l’ide´e de transposition a` l’e´chelle macroscopique, deux proble´matiques pourraˆıent
eˆtre la translocation d’une macromole´cule a` travers un pore et l’e´tude de la rhe´ologie
d’assemble´es de macromole´cules.
Dynamique des objets flexibles
Le premier aspect dynamique sur lequel nous avons travaille´ provient de
l’analogie entre fluides visqueux et solides e´lastiques. Nous avons transpose´
le vrillage d’une tige e´lastique a` un filament de fluide visqueux (photographie
ci-contre).
Re´fe´rence : A. Boudaoud & J. W. M. Bush. Twisting of viscous filaments.
En pre´paration (2006).
Le second aspect concerne les vibrations d’une plaque avec singularite´s. Une
pointe appuyant sur une plaque dans la ge´ome´trie produisant un seul coˆne
de´veloppable (Fig. 1.1) est vibre´e verticalement. Les expe´riences pre´liminaires
montrent que la partie de la plaque qui n’est pas en contact avec le support
peut se mettre en rotation a` vitesse constante. Ceci rappelle la transition vers
la marche des goutttes rebondissantes.
Participants : E. Hamm et F. Melo.
Dans le meˆme cadre, nous comptons e´tudier les vibrations de grande amplitude d’une
plaque suspendue. Cette expe´rience est inspire´e par les dispositifs qui furent utilise´es dans
les the´aˆtres pour produire le bruit du tonnerre : une grande plaque est secoue´e a` faible
fre´quence, ce qui produit du bruit a` plus haute fre´quence. Cette constatation fait du
syste`me un bon candidat pour une observation de la turbulence d’ondes, qui a fait l’objet
d’innombrables e´tudes the´oriques mais qui a peu d’observations expe´rimentales. Il s’agit
d’une interaction faible entre ondes qui permet le transfert d’e´nergie de grande a` petite
e´chelle (et parfois le contraire). A plus grande amplitude de vibrations, je m’attends
a` l’apparition de d-coˆnes qui pourraˆıt interagir par les ondes, comme les gouttes qui
marchent interagissent entre elles. Le syste`me exhiberait alors une transition entre une
turbulence faible et une turbulence forte similaire a` la turbulence hydrodynamique ou` les
vortex sont remplace´s par les d-coˆnes.
Participants : S. Rica.
Cloˆture
Pour cloˆre ce me´moire, je souhaite souligner le roˆle central de la morphogene`se dans
nos e´tudes et nos projets. Comment les e´chelles caracte´ristiques sont-elles se´lectionne´es ?
Quel est le roˆle de la ge´ome´trie et des contraintes applique´es au syste`me ? Comment
l’e´nergie est-elle transfe´re´e d’une e´chelle a` l’autre ? Telles sont les questions qui m’ont
guide´ et guideront mes recherches dans un proche avenir.
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Spiral Patterns in the Packing of Flexible Structures
L. Boue´, M. Adda-Bedia, A. Boudaoud,* D. Cassani, Y. Couder, A. Eddi, and M. Trejo
Laboratoire de Physique Statistique de l’Ecole Normale Supe´rieure, 24 Rue Lhomond, 75231 Paris Cedex 05, France
(Received 20 July 2006; published 20 October 2006)
Spiral patterns are found to be a generic feature in close-packed elastic structures. We describe model
experiments of compaction of quasi-1D sheets into quasi-2D containers that allow simultaneous
quantitative measurements of mechanical forces and observation of folded configurations. Our theoretical
approach shows how the interplay between elasticity and geometry leads to a succession of bifurcations
responsible for the emergence of such patterns. Both experimental forces and shapes are also reproduced
without any adjustable parameters.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.97.166104 PACS numbers: 68.55.a, 46.32.+x, 46.65.+g
Illustrations of tightly packed flexible structures abound
in nature from plant leaves in buds [1], insect wings in
cocoons [2], DNA in viral capsids [3], chromatin in cell
nuclei [4] to crumpled sheets [5–14] and rods [15–17].
This situation is often a consequence of the structures’ own
growth within a container or of a decrease in the available
volume. In most cases the geometrical arrangement of the
folding plays a central role in ensuring a safe deployment
[1,4]. Besides, the elastic properties of these confined
systems are further constrained by self-avoidance as well
as by the dimensionality of both structures and containers.
The interplay of these mechanisms usually yields a variety
of possible self-organized patterns [1–17]. Their complex-
ity led to approaches separating elastic forces [5,7–11,17]
and geometrical configurations [6,16,18,19]. So far, in
experiments on crumpled thin sheets [6,11,12] and rods
[16], it has remained elusive to simultaneously determine
mechanical forces and the corresponding configurations.
Here, we make these measurements possible with an inter-
mediate approach: the quasi-two-dimensional confinement
of thin sheets. Ideally, this would correspond to the folding
of an elastic rod when it is confined isotropically in a disk
of decreasing radius, or equivalently when an elastic rod
grows within a disk of fixed radius. We identify spirals as
the building block of the apparently complex patterns
observed and study in detail the generation of an isolated
spiral. In parallel, our theoretical approach accounts for
both elasticity and self-avoidance and agrees quantitatively
with experiments.
Our first experimental setup, designed in a conical ge-
ometry, is inspired by the one used to study single devel-
opable cones [8,9]. A circular sheet of typical radius 40 cm
and thickness h  0:1 mm is pulled through a circular
rigid hole of radius R of the order of 1 cm [Fig. 1(a)].
The distance Z between the pulling point and the plane of
the hole serves as a control parameter. As it is much easier
to bend the sheet than to stretch it, the sheet first assumes
the shape of a developable cone, except near the tip where
the pulling force is applied. This setup allows a quasi-one-
dimensional, isotropic confinement as: (i) a cut across the
sheet in the plane of the hole yields a rodlike one-
dimensional structure of length L  2Z, which grows
within a disk of radius R as Z is increased—the shape of
the cross section actually prescribes the shape of the whole
sheet due to the approximately self-similar conical shape.
FIG. 1 (color online). Experimental setups and patterns. We
used Mylar sheets of thickness h  0:1 mm and bending modu-
lus B  6:6104 Nm. (a) Setup for conical packing. A sheet of
radius 40 cm is pulled through a hole of radius 1 cm. (b) Typical
pattern at high confinement (p  15%). Examples of Y points
(bifurcations), C curves, and S curves are shown. (c) Typical
pattern at lower confinement (p  3%). A double-layered S
curve inside a set of C curves forming a smaller effective
container. (d) Setup for cylindrical packing. Sheets of height
H  14 cm are glued into a cylinder and introduced into a
Plexiglass container of inner radius R  2:6 cm and height
38 cm. The sheet is pushed at small velocity (0:5 mm s1)
with an aluminum disc of radius 5 cm, and the pushing force
F is recorded in a steady state (results in Fig. 3).
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(ii) It is ensured that there is no preferred direction in the
disk.
The strength of the confinement can be measured using
the ratio of a cross-sectional area to that of the hole p 
Lh=S with S  R2. When most of sheet has been pulled
through the hole, the packing fraction p can be as large as
20%. Figure 1(b) shows a deceivingly complex shape
typically observed for high confinements. However, a care-
ful glance allows one to abstract out some much simpler
well-defined patterns: (i) Y points where a stack of layers
bifurcates tangentially into two groups; (ii) curves con-
necting Y points, which can themselves be classified into
two types: C curves and S curves (with and without in-
flexion points, respectively).
Generically, S curves appear to link concave C curves
acting as a flexible shell smaller than the outer rigid disk.
These observations suggest that in order to understand
close packing, one should focus on the generation of these
elementary patterns. It is possible to isolate them during
the early stages of the packing process and Fig. 1(c) shows
an S curve, assuming a yin-yang-like shape, enclosed in a
container formed of stacks of three C curves. While the
pressure exerted on the container could be related to the
pulling force F, friction on the container and configura-
tional changes are mixed up, which results in a rather
circumvoluted interpretation of F.
Thanks to Ref. [17], we know that conical and cylindri-
cal geometries are described by the same equations except
for some slightly different developability constraints.
Besides, for large confinements, a slender cone is obvi-
ously equivalent to a cylinder. Therefore, we devised a
second experimental setup designed in a cylindrical ge-
ometry. A sheet of height H and width L is glued into a
cylinder of radius Z  L=2. With its configuration pre-
pared according to the topologies observed in the conical
geometry, the sheet is introduced inside a smaller cylindri-
cal container of radius R and let to relax to an equilibrium
shape by tapping in order to minimize the effect of friction
at the lineic self-contacts. Then the folded sheet is pushed
along the inside of the container [Fig. 1(d)]. The pushing
force F is recorded when a steady state is reached. Because
F is proportional to the mean pressure P exerted on the
container through Coulomb’s law: F  2RHP, this
new setup achieves the goal of simultaneous observation
of configurations and measurement of pressures. The dy-
namic friction coefficient   0:37 between the sheet and
the container was measured independently.
The classical theory of bending due to Bernoulli and
Euler stands as a cornerstone in elasticity theory. Within
this framework, the mechanical properties and the shape of
rods and cylindrical sheets can be determined by solving
the equation of Euler’s Elastica:
 B

d2
ds2


a2  1
2
2



 k; (1)
where  is the curvature of the rod at arclength s, B is the
bending modulus, a is an undetermined constant of inte-
gration, and k represents the external normal forces.
However, the obvious physical constraint of self-avoidance
gives rise to many complications in the prescription of
suitable boundary conditions. Also, since the position
and nature of these contacts is not known a priori, the
formulation results in a nonlinear free-boundary problem.
The boundary conditions necessary to close this formula-
tion are determined at all n Y points that may be present in
the rod and can be separated into two kinds: (i) local
mechanical equilibrium. Because of torque and tangential
forces equilibrium, the curvature  is continuous all along
the rod and the constants ai fi  1; . . . ; ng satisfy simple
algebraic relations. The exact form of these compatibility
equations depends on the nature of the Y point considered
(localized or extended contact between curves) but always
stems from tangential forces equilibrium. On the other
hand, normal forces are proportional to local changes in
curvature and provide a set of relations between the values
of the curvature derivative 0 just before and after Y points.
In this case one also needs to include other normal forces
that may come from self-contacts or from the container
itself. (ii) Geometrical self-avoidance. Regions of the rod
that are initially far away from each other may end up in
close vicinity during the packing process. In order to
account for the impossibility of self-intersections in such
regions, we require that whenever two (or more) points
become in contact, they are bound together sharing a
common position whose global location is otherwise free
to move. Also, extended regions of contact are described
by a new C or S curve whose thickness is adjusted accord-
ing to the number of layers of which this region is made up.
The numerical resolution involves a shooting and branch
tracking method. We start with a set of 5n shooting pa-
rameters: fi; i; 0i; ai; ‘igi1;...;n, where  stands for the
angle of the tangent to the rod with a constant direction
(d=ds  ) and ‘i is the length between two consecutive
Y points. Some of these parameters can be derived directly
from the boundary conditions specified above, otherwise
initial guesses are made for the remaining ones. The dif-
ference between their values and the desired boundary
values at the other end of the integration interval is set up
as a function which zeros are found with a Newton method.
Eventually, this procedure yields the configurations of the
sheet from which the corresponding mean pressures on the
container can be extracted.
Now we describe the successive phases leading to the
generation of spirals during the packing process. We com-
pare the experiments and the numerics as the ratio between
the excess perimeter of the cylindrical sheet and the pe-
rimeter of the container   Z R=R  L 2R=
2R is increased. For low confinements, a symmetrical
fold [Fig. 2(a) and 2(b)] grows inwards until its extremities
become diametrically opposed. A first bifurcation occurs at
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  0:23 and the contact between the sheet and the con-
tainer reduces to two diametrically opposed points (inset 2
of Fig. 3). Then at   0:25, a first self-contact appears
between the inward fold and the C curve. As  is increased,
this contact point is driven back toward the disk and finally
reaches it, thereby creating rather peculiar configurations
displaying 3 localized contacts with their container, which
exist in the range 0:31< < 0:39 (inset 4 of Fig. 3). This
additional support leads to an increase in the external
pressure although the gap between the two C curves and
the disk is too thin to be observed experimentally.
Eventually these C curves come back in contact with the
container leaving only two symmetrical S curves con-
nected through a contact point with the disk, for 0:39<
< 0:62 [Fig. 2(a) and 2(b)]. A second self-contact ap-
pears at   0:62 [Fig. 2(a) and 2(b)]. Above   0:71, the
lower contact point flattens out into an extended zone of
self-contact (inset 7 of Fig. 3). While configurations with
an axis of symmetry disappear at   1:04, asymmetric
configurations may appear above   0:85 [Fig. 2(c) and
2(d)]: a lower bump of one S curve suddenly dives into the
convex part of the second S curve forcing the lower self-
contact to slide away from its symmetrical position. The
transition between the two types of configurations is thus
hysteretic. At this point, we observe experimentally that
the inner S curve begins to rotate surrounding itself by
spiral layers of C curves [Fig. 1(c)]. While the size of the
outer loop (formed by the remaining S curve) decreases, a
yin-yang-like shape embedded in an effective spiral con-
tainer promptly develops [Fig. 2(e)]. When multiple turns
have been completed, the outermost layer of theC curves is
almost a circle and the pattern is formed of an S curve
surrounded by a spiral of pitch equal to the thickness of the
sheet h. The shape of the S curve can easily be determined
numerically and is shown in Fig. 2(f). The pressures com-
puted numerically are in good agreement with the experi-
mental values (Fig. 3).
In three dimensions, the uniform close packing of a rod
yields an optimal helix with a pitch and a radius propor-
tional to the thickness of the rod [18,19]. In two dimen-
sions, we propose that the optimal packing of a rod yields a
spiral of pitch equal to the thickness of the rod h, one of the
rod extremities being at the center of the spiral. This tiling
is optimal because the only unoccupied region is the core
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FIG. 3. Mean pressure as a function of confinement for cylin-
drical packing. The pressure is given in units of B=R3. Diamonds
correspond to experimental measurements and lines to theoreti-
cal results. The dashed line corresponds to metastable asymmet-
ric configurations reflecting the hysteretic character of the
transition; the cross signals a termination of the asymmetric
branch. Vertical dashed lines correspond to separations between
different types of numerical configurations shown as insets
numbered from 1 to 9. Single contacts with the container are
labeled with force vectors; lineic contacts with the container are
delimited by disks.
(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
FIG. 2. Configurations for cylindrical packing. Experiments
(left) and numerics (right) are almost indistiguishable. (a),
(b) Symmetric configurations with no self-contact (  0:016,
short dashed line), one self-contact point (  0:31, continuous
line), and two self-contact points (  0:66, long dashed line).
(c), (d) First asymmetric configuration for   0:85. The S curve
and the surrounding C curves form a yin-yang-like pattern.
(e) Yin-yang pattern at high confinement   9:4. The thick C
curves are formed of 10 layers. (f) Numerical shape of the S
curve in the yin-yang pattern for very large confinements. In this
case, the C curves form a rigid circular effective container.
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of the spiral, which area is of the order of h2. Indeed, this
geometrical construction naturally arises in our experi-
ments on cylindrical sheets. However, a yin-yang pattern
[Fig. 2(e)] is found in the core because a cross section of
the sheet does not have any extremity inside the core;
moreover, the radius of the core is in general much larger
than h because of the high elastic cost of bending the sheet
on such a small scale.
Now we turn to the estimation of the pressure needed to
maintain such a structure within a surface of area S  R2
in terms of the packing ratio p  Lh=S. The area of the
core is approximately the difference between S and the
area occupied by the sheet Lh. Therefore, the radius of the
core is given by Rc 
S Lh=p . Its bending energy is
proportional to B=Rc:
 ES curve  


p
B
S
p 1
1 pp ; (2)
where   17:44 is the nondimensioned energy of the S
curve as found numerically [Fig. 2(f)]. Besides, the radius
of curvature of the spiral increases by an amount of h each
time a new layer surrounds the inner core:
 
1
 
h
2


S Lh

s
(3)
in terms of the polar angle . Integrating the square of the
curvature , we obtain the elastic energy of the spiral:
 Espiral 
B
2h
ln
1
1 p : (4)
From this, one can compute the total bending energy (per
unit height) E  Espiral  ES curve and thus the mechanical
pressure P  @E=@S,
 P  B
2hS
p
1 p 


p
B
2S3=2
1
1 p3=2 : (5)
This expression matches a simple scaling P BL=S2 at
low packing ratio (p  Lh=S 1) to a nontrivial diver-
gence when p 1 because of the high energetic cost of the
core. This equation successfully reproduces the experi-
mental measurements for spiral configurations with pack-
ing ratios p as large as 15% (such as in Fig. 2(e)].
In this Letter we showed how spirals are generated from
a sequence of bifurcations. In an ideal system we would
expect only one spiral. However, in real situations, friction
between layers of C curves kicks in for higher confine-
ments and tends to freeze the C curves into an effective
thicker and more rigid sheet. This creates effective contain-
ers within which the same sequence is repeated, generating
new spiraling patterns. While the underlying individual
pockets still grow in a spiral fashion, an apparently com-
plex pattern emerges from this cascade of bifurcations
[Fig. 1(b)]. Although we investigated a simplified geome-
try for packing, our results have a wider scope because they
are based on the key ingredients of elasticity and self-
avoidance. Indeed, for the more complex packing of 2D
elastic sheets in 3D containers, a cut through a crumpled
ball of paper yields 1D curves, the topology of which could
correspond to an assembly of spirals. This is the subject of
work in progress.
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Self-Similar Structures near Boundaries in Strained Systems
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We study the buckling of thin elastic plates caused by residual strains concentrated near a free edge.
This is a model for plant leaves and torn plastic sheet morphologies. We derive new governing equations
explaining self-similar patterns reported earlier in experiments. We reveal the cascade mechanism,
determine the bounds for its wavelengths, and predict a similarity factor of 3 in agreement with
experiments. This is confirmed by numerical solutions with up to five generations of wrinkles.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.91.086105 PACS numbers: 68.55.–a, 46.32.+x
Self-similar structures are ubiquitous in nature.
Examples range from snowflakes to turbulent flows. The
complexity of such structures often prevents their full
physical understanding: turbulence [1], for instance, is
still the subject of numerous investigations. In some
cases, self-similarity arises from minimization of the
system energy, as in ferromagnetic materials [2,3] or in
martensitic phase transitions [4]. In a recent paper [5],
self-similar wrinkles were observed along the edge of
torn plastic sheets and along the edge of plant leaves. Such
plastic sheets exhibit a cascade of wrinkles with wave
numbers k, k, 2k, 3k, . . ., with the self-similarity
factor measured as   3:2. Plastic flow near the crack
tip or enhanced tissue growth near the leaf edge stretches
a thin rectangular strip of material along the boundary.
Wrinkling allows relaxation of the resulting strain [6].
This is reminiscent of the buckling of thin films under
strong compression [7–9], although the physics turns out
to be different (different energy scalings, role played by
embeddings, . . .). While the wrinkles observed in experi-
ments are often self-similar [5], a precise account of such
patterns based on the equations of elasticity is still lack-
ing. Preliminary attempts based on the theory of elastic
rods could account for wrinkling [10,11] but not for self-
similarity. In this Letter, we address this problem starting
from the full equations for elastic plates. We uncover the
mechanism responsible for the cascade and fully charac-
terize its self-similar structure: we predict   3 and
determine the cutoff wavelengths. Our results are sup-
ported by numerical calculations showing up to five gen-
erations of wrinkles. Incidentally, we give a numerical
answer to the existence of embeddings, an open problem
in the differential geometry of surfaces [12]. We believe
that the present work will extend to other systems where
metric properties are important, as in general relativity,
and where patterns follow from energy minimization.
In this Letter, we consider a thin elastic sheet with a
stretched edge. In contrast to classical plates, its natural
configuration is described by a non-Euclidean 2D metric:
ds2  1 gy2dx2  dy2; (1)
where x; y are coordinates such that the stretched edge is
at y  0 (Fig. 1). We use a Lagrangian description, as
usual in elasticity, the reference state being parametrized
by x; y. When gy  0 in Eq. (1), the reference planar
configuration is in unstable equilibrium due to a compres-
sive strain 
xx  gy. The aim of the present work is to
study relaxation of these stresses by buckling.
Such a metric accounts for stretched edges, as obtained
in torn plastic sheets or in plant leaves. The form (1) of the
metric is the most general one that is invariant along the
edge direction x [13]. We shall not try to explicitly relate
the metric profile gy to microscopic features (plasticity,
cell growth) of these systems, but instead consider this
model problem in its full generality and take gy as
given. We shall retain only two physical features of g: it
is negligible far away from the edge y  0 and varies over
a small characteristic length. In torn plastic sheets, this
small length scale comes from the regularization of di-
vergent elastic stresses near the crack tip.
We derive the equations of elastic equilibrium for
plates with a stretched edge by extending the classical
theory [14] to account for gy. Deformations of thin
plates can be decomposed into bending and stretching.
Because of the small parameter h=R, the ratio of the
thickness to the typical extent of the plate, bending costs
much less energy than stretching, and purely flexural
deformations are preferred. Such deformations may or
may not exist depending on the form of gy. They exist
provided one can find a surface in the usual 3D Euclidean
space whose metric coincides with (1), as it yields a
configuration with zero stretching energy. This geomet-
rical question is classically referred to as finding (iso-
metric) embeddings of an abstract manifold with metric
(1) in R3.
P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending22 AUGUST 2003VOLUME 91, NUMBER 8
086105-1 0031-9007=03=91(8)=086105(4)$20.00  2003 The American Physical Society 086105-1
Despite its simplicity, the existence of embeddings for
arbitrary gy remains an open question [12]. As a result,
one does not even know the structure of the lowest energy
configurations of a sheet with a stretched edge, nor the
order of magnitude of its elastic energy. We will give a
numerical answer to this question and discuss in detail
the structure of equilibrium configurations.
We first derive our plate model. Let ux; u, vx; y, and
x; y be, respectively, the x, y, and z components of the
displacement. In the small slope and small in-plane dis-
placement approximations, the 2D strains of the mean
surface read 
xx  u;x  2;x=2 gy, 
yy  v;y  2;y=2,
and 
xy  u;y  v;x  ;x ;y=2, where f;x stands
for @f=@x. The Fo¨ppl–von Ka´rma´n (FvK) equations
for plates are built upon this form of the strains [14]
in the simpler particular case gy  0. These equa-
tions have been the subject of renewed interest in the
context of singularities [15–17]. Here, the presence of
gy in 
xx favors configurations close to the natural
metric (1) rather than developable ones as for classical
plates.
For small gy, strains remain small and Hookean
(linear) elasticity leads to the following energy [14]:
E 
ZZ
dxdy

Eh
21 2 
xx  
yy
2  1 
2xx  2
2xy  
2yy	 
Eh3
241 2 
2

; (2)
where E and  are the Young’s modulus and the Poisson
ratio of the material. The first term in the integral is the
stretching energy Es built upon the in-plane stresses given
above while the second term is the bending energy.
We restrict our analysis to periodic solutions in the
direction x parallel to the edge. The wave number k in
this direction will later be selected by energy minimiza-
tion. Fourier components are denoted using a superscript
q	, where the integer q tags the harmonic. Applying the
Parseval formula to the stretching energy yields
E s 
Eh
21 2
Z
dy
X
qq0ii0jj0

q	ij yAq;q
0
ij;i0j0

q0	
i0j0 y; (3)
where the numbers Aq;q
0
ij;i0j0 were computed from Eq. (2).
The bending energy in (2) was transformed similarly.
The equilibrium equations, obtained by variation with
respect to u, v, and  , are not given here as they have no
analytical solutions in general—even the simpler prob-
lem of finding an embedding, i.e., of solving 
ij  0 for
i; j  x; y, has no general solution. Their numerical solu-
tion is also difficult because of the small parameter h=R,
of the high order of derivation, and of the number of
unknown functions (u, v, ).
To circumvent these difficulties, we introduce an ap-
proximation that leads to a fast numerical implementation
of the buckling problem and allows for simpler analysis
while leaving unchanged the salient features of the sys-
tem. The elastic energy [stretching energy in Eq. (3) plus
similar bending energy] is a quadratic form of the Fourier
components 
q	ij y and  q	y. Instead of minimizing the
full quadratic form, we set to zero some suitably chosen
components and minimize with respect to the remaining
ones. We chose to set to zero the components 
q	xx  0 and

q	xy  0 for q > 0, which yields u and v in terms of
x; y directly: the benefit of the approximation, dis-
cussed at the end of this Letter, is that u and v can be
eliminated from the energy functional (2), hence one
unknown function remains instead of three. This leads
to the following energy in terms of x; y only:
E  Eh
21 2
Z
dy
"
1
2
2;x

gy

2 1
2
X
q>0
f;xx;yy  2;xygq	
k2q2

2 h
2
12
h2i
#
; (4)
where brackets hfi  f0	 denote averages over x.
The stretching energy appearing in Eq. (4) has a simple
geometric interpretation. Gauss’s theorema egregium
states that Gaussian curvature K is conserved by embed-
dings. In the limit jgj  1, the Gaussian curvature asso-
ciated with metric (1) is Kx; y  g00y, while for a
profile x; y, it reads Kx; y  ;xx;yy  2;xy. Therefore,
no stretching 
xx  
yy  
xy  0 (Es  0) corresponds
to ;xx;yy  2;xy  g00y. The first Fourier compo-
nent of this last equality integrated twice with respect
to y yields h2;x=2i  gy, while any nonzero Fourier
component q reads f;xx;yy  2;xygq	  0; one recognizes
the stretching terms in Eq. (4). This shows that our
FIG. 1. An elastic plate buckles into a self-similar pattern due to residual strains near the edge (inset). Numerical solution for
thickness h  2:9 105, width 1, metric perturbation gy  1=1 y=‘, ‘  0:008, yielding wavelength 2=k  0:54.
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stretching energy penalizes any deviation from an em-
bedding and, conversely, that embeddings have no
stretching energy. Our approximation scheme is specifi-
cally designed to respect embeddings in this sense and, to
our knowledge, it is the first one having this key property.
The elastic energy (4) is invariant when gy and the
other quantities [x; y, h,. . .] are rescaled by an overall
factor G:gy  gy=G;   = 				Gp ,. . .. This shows, sur-
prisingly, that the self-similar solutions obtained below
may exist for arbitrarily small perturbation gy of the flat
metric, provided the plate is thin enough. In the follow-
ing, the energy is minimized with respect to the funda-
mental wave number k and to the Fourier components
 q	y of the deflection (q  0; 1; 2; . . . ). This minimiza-
tion is based on 1D finite elements for the functions
 q	y (0  q  qmax). The particular form of our energy
leads to a very efficient implementation allowing inter-
active calculations and solution tracking (Figs. 3 and 4).
By numerical minimization of the elastic energy (4)
we obtained self-similar solutions with up to five gener-
ations of wrinkles (Fig. 1). They were found to be absolute
minima of energy when gy is peaked near y  0 with a
small length scale there (see introduction). The cascade is
generated by period tripling, and exhibits the wave num-
bers k, 3k, 9k, 27k, and 81k. We now explain this period
tripling using symmetries. The reflection invariance  
 in the plate Eq. (4) leads to the coupling of odd
Fourier components  q	y only. As a result, the self-
similarity factor  must map odd integers to odd inte-
gers: this leaves only odd integers (  3, 5, etc.) as
eligible values. Our simulation shows that   3 yields
the lowest energy, although solutions for   5 do not
cost much more. This compares well with the experimen-
tal   3:2 reported in Ref. [5]. The slight discrepancy
can be attributed to experimental nonlinearities of the
order of 1 while jgj  1 here. Moreover, a factor  close
to 5 has indeed been observed in some experiments [18].
From the form of the stretching energy in Eq. (4), self-
similar solutions are invariant under the transform:
x  3x; y  3y; q  q=3; q
  q	 y									
g yp 
q q	y									
gyp ;
(5)
where we restrict our analysis to the case   3. This
invariance is confirmed by the collapse of numerical
functions  q	y (Fig. 2). Note that the fixed-point func-
tion of the collapse is not universal and depends on gy.
The order of magnitude of the fundamental wave num-
ber k is given by the macroscopic extent of the plate (its
width in our simulations and in experiments). This gives
the largest wavelength of the solution. Its smallest wave-
length is determined by a mechanism analyzed below.
The cascade takes place over all intermediate scales by
successive period tripling.
Regularization of the wrinkles at very small scales is
due to bending effects, which penalize short scale oscil-
lations. Let  be the smallest wrinkling wavelength, and
‘  jg0=g00j be the small length scale induced by gy
near the edge. The cutoff  is found by balancing stretch-
ing and bending energies at scale . For the metric used in
the simulations of Fig. 3, this yields  h2=5‘3=5, in
agreement with the numerics. Incidentally, this formula
shows that a cascade requires a small scale ‘ in the metric:
if ‘ is too large, only one wavelength is present.
Our plate model and its numerical implementation
provide insights into the physical structure of the self-
similar solutions. Earlier papers suggested that the
mechanism responsible for the cascade is essentially
geometric [5,6]: embeddings with a single wavelength
would disappear when ‘ becomes small enough and be
replaced by embeddings made of wrinkles with many
wavelengths. According to this scenario, the bifurcation
would take place for purely geometrical reasons. In direct
contrast, we show below that self-similar solutions are
selected by flexural effects: the interplay between elas-
ticity and geometry is essential.
To demonstrate this, we considered a one-parameter
family of functions g‘y, and tracked solutions minimiz-
ing the total elastic energy while ‘ was varied. As shown
in Fig. 4, when the small length scale ‘ is decreased, the
FIG. 3. Numerical check of scaling law  h2=5‘3=5: small-
est wavelength  in the cascade versus plate thickness h (left
panel) and metric typical length ‘ (right panel) for the family
of metric perturbations g‘y  1=1 y=‘. Thick lines
are best power-law fits, yielding exponents 0.38 and 0.62,
respectively.
FIG. 2. Fourier components  q	y (q  1; 3; 9; 27) of the
deflection for a numerical self-similar solution with four gen-
erations (inset) and their collapse using transform (5).  1	y
need not collapse away from the stretched edge (i.e., large y).
Same parameters as in Fig. 1, except for h  2:9 104.
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lowest energy configuration bifurcates from a single
wavelength (‘‘1’’) to a cascade of wrinkles by successive
period tripling (up to ‘‘1 3 9 27’’). Remarkably, all
these configurations were found numerically to converge
to embeddings in the limit h! 0 [19]. This shows that,
for a given g‘y, there exist many embeddings, one of
which is made up of oscillations at a single length scale
while others are a superposition of wrinkles with many
wavelengths. This rules out the possibility of a merely
geometrical selection. Among these several embeddings,
self-similar configurations are selected because their
bending energy is smaller. Indeed, near the edge, the
curvature along the x direction is of the order of =2,
while that along y is of the order of =‘2. To minimize
stretching, the boundary almost has its natural length,
hence    									g0p . The density of bending energy
Eh3g01= =‘22 is therefore minimum when 
‘. Qualitatively, this means that small wavelengths are
favored near the boundary, hence the cascade.
This mechanism and all the main findings of this
Letter are robust with respect to the approximations used
to derive our plate energy (4). The small slope approxi-
mation in our definition of strains (as in the FvK equa-
tions) is justified by our finding of self-similar solutions
for small gy, hence for small strains and slopes. Con-
cerning the additional constraints put on some of the
strain components to simplify the form of the energy
functional, we stress that (i) this approximation respects
embeddings, thereby avoiding overestimation of the en-
ergy by a large factor [8], a difficulty that can arise in
poorer approximation schemes; (ii) that for some particu-
lar configurations we have relaxed these constraints and
resorted to the classical FvK equations without observing
qualitative changes in the resulting patterns, but at the
price of a much higher CPU usage; (iii) that our main
findings summarized below are robust and still hold for
the full FvK equations, as can be checked directly.
We have explained the formation of self-similar wrin-
kles in elastic plates with a stretched edge as follows. In a
first (geometrical) step, configurations are restricted to
embeddings to avoid a strong penalization by the stretch-
ing energy; this problem is degenerate: many profiles are
possible, as shown numerically. In a second (elastic) step,
self-similar wrinkles are selected due to the presence of a
small characteristic length ‘ near the edge. The invariant
magnification factor   3 was predicted, in agreement
with experiments. The bounds for the wavelengths present
in the cascade were determined. Unexpectedly, self-
similar patterns can be found for arbitrarily small gy
(G invariance), so that the cascade is not due to strong
nonlinearities. We have pointed out a new mechanism by
which the underlying non-Euclidean metric properties of
a physical system generates self-similar patterns.
We would like to thank K. R. Min for presenting us her
experiments and M. Marder, B. Roman, and E. Sharon for
fruitful discussions.
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Evaporation of a thin film: diﬀusion of the
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The stability of an evaporating thin liquid film on a solid substrate is investigated
within lubrication theory. The heat flux due to evaporation induces thermal gradients;
the generated Marangoni stresses are accounted for. Assuming the gas phase at rest,
the dynamics of the vapour reduces to diﬀusion. The boundary condition at the
interface couples transfer from the liquid to its vapour and diﬀusion flux. The
evolution of the film is governed by a lubrication equation coupled with the Laplace
problem associated with quasi-static diﬀusion. The linear stability of a flat film is
studied in this general framework. The subsequent analysis is restricted to diﬀusion-
limited evaporation for which the gas phase is saturated in vapour in the vicinity of
the interface. The stability depends then only on two control parameters, the capillary
and Marangoni numbers. The Marangoni eﬀect is destabilizing whereas capillarity
and evaporation are stabilizing processes. The results of the linear stability analysis
are compared with the experiments of Poulard et al. (2003) performed in a diﬀerent
geometry. In order to study the resulting patterns, an amplitude equation is obtained
through a systematic multiple-scale expansion. The evaporation rate is needed and is
computed perturbatively by solving the Laplace problem for the diﬀusion of vapour.
The bifurcation from the flat state is found to be a supercritical transition. Moreover,
it appears that the non-local nature of the diﬀusion problem aﬀects the amplitude
equation unusually.
1. Introduction
Since the pioneering studies of Thomson (1855), Marangoni (1865) and Be´nard
(1900), much attention has been devoted to what are now called Marangoni
instabilities. Thomson and Marangoni first proposed surface tension gradients as a
cause for convection in liquids. The Marangoni eﬀect is due to the variation of surface
tension with temperature or liquid composition and drives this class of instability.
The hexagonal patterns observed by Be´nard (1900) in thin layers heated from below
prompted a number of studies (for reviews, see Davis 1987 and Schatz & Neitzel
2001). Recent research in this field has focused on the correct description of the gas
above the fluid layer and of the deformability of the interface (VanHook et al. 1997;
Golovin, Nepomyashchy & Pismen 1997), or the eﬀect of local heating (Miladinova
et al. 2002; Kalliadasis, Kiyashko & Demekhin 2003; Yeo, Craster & Matar 2003).
Marangoni eﬀect can also be driven by evaporation. Many experimental situations
of interest are reviewed by Berg, Boudart & Acrivos (1966). On the one hand,
evaporation generates thermal gradients as the phase transformation requires latent
heat. For spreading droplets of slightly volatile liquids, Redon, Brochard-Wyart &
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Rondelez (1992) reported festoon instabilities near the contact line while Kavehpour,
Ovryn & McKinley (2002) measured height fluctuations over the whole drop. Hegseth,
Rashidnia & Chai (1996) observed vigorous interior flow in evaporating droplets of
a volatile liquid. On the other hand, in the case of mixtures, a diﬀerence of the
evaporation rate between components changes the relative concentrations at the
interface and so generates surface tension gradients. Fournier & Cazabat (1992),
Vuilleumier et al. (1995), Fanton & Cazabat (1998) and Hosoi & Bush (2001)
studied tears of wine and the associated convection rolls. Nguyen & Stebe (2002)
showed instabilities induced by surfactants. This composition mechanism may enhance
evaporation and is therefore useful in drying techniques (Marra & Huethorst 1991;
O’Brien 1993; Matar & Craster 2001).
A comprehensive theoretical stability analysis of evaporating/condensing films
was done by Burelbach, Bankoﬀ & Davis (1988). They included vapour recoil and
thermocapillarity, but as in subsequent studies (see Oron, Davis & Bankoﬀ 1997;
Margerit et al. 2003; Merkt & Bestehorn 2003), the evaporation and condensation
are governed by the departure from thermodynamic equilibrium at the interface.
Within this framework evaporation is intrinsically destabilizing as can be seen in
Prosperetti & Plesset (1984) who did not consider Marangoni stresses. In the case
of very thin films (Elbaum & Lipson 1994) microscopic forces may be destabilizing
as shown by Samid-Merzel, Lipson & Tannhauser (1998) and Lyushnin, Golovin &
Pismen (2002). It is worth noting here that all models developed in these papers
are one-sided: they do not account for the gas-phase dynamics except through the
boundary condition at the interface.
In contrast, Deegan et al. (1997, 1999) showed that evaporation of pinned water
droplets is limited by diﬀusion of vapour in air, thus they explained the origin of coﬀee
stains. Cachile et al. (2002) explained their experiments on freely receding evaporating
droplets within the same framework. They also observed the drops of certain fluids
to lose their axisymmetry and the contact line to become wavy (Poulard, Benichou &
Cazabat 2003). These unexplained instabilities are among the motivations of the
present study. In particular, the established one-sided model would always predict an
instability for evaporation.
Our aim here is to generalize the one-sided study of Burelbach et al. (1988) for
evaporating thin films by taking into account the diﬀusion of the vapour. In § 2,
we build a model which includes both thermodynamically determined transfer of
the molecules across the interface and diﬀusion of vapour in the gas phase. This
generalizes the two class of models presented above. We describe the liquid film
within lubrication theory taking into account surface tension gradients and loss of
mass. In § 3, we perform the full linear stability analysis of this system. Then we restrict
to the diﬀusion-limited regime which is relevant for the experiments of Poulard et al.
(2003). We find the amplitude equation describing patterns above instability onset.
Finally, in § 4, we compare our results with the experiments of Poulard et al. (2003).
2. The model
We consider the dynamics of a two-dimensional bi-layered liquid–gas system over
a solid substrate (figure 1). The gas phase is a mixture of an inert gas and of the
vapour of the liquid, which is volatile. We assume that the gas phase is not saturated
by the vapour so that the liquid evaporates. The typical corresponding experimental
situation is that of a water layer evaporating in air. The latent heat needed for the
phase transformation drives a heat flux to the interface in the liquid. The induced
temperature variations may generate surface tension gradients.
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Figure 1. Geometry of the physical system.
Water Nonane Octane Heptane Hexane
ρℓ (kgm
−3) 1000 717 699 682 656
Lv (J kg−1) 2.4× 106 3.18× 105 3.82× 105 3.21× 105 3.22× 105
γ (kg s−2) 7.20× 10−2 22.38× 10−3 21.77× 10−3 20.31× 10−3 18.42× 10−3
µ (kgm−1 s−1) 8.9× 10−4 6.65× 10−4 5.08× 10−4 3.87× 10−4 3.0× 10−4
dρeq
dT
(kgm−3K−1) 1.4× 10−3 1.7× 10−3 5.3× 10−3 1.1× 10−2 2.7× 10−2∣∣∣∣ dγdT
∣∣∣∣ (kg s−2K−1) 1.5× 10−4 9.4× 10−5 9.53× 10−5 9.80× 10−5 1.02× 10−4
vev (m s
−1) 0.48× 10−6 0.2× 10−6 0.6× 10−6 2.2× 10−6 6.8× 10−6
vth (m s
−1) 148 52 55 58.8 63.3
κ (kgm s−3K−1) 0.60 1.31× 10−1 1.28× 10−1 1.23× 10−1 1.20× 10−1
Dair (m
2 s−1) 1.9× 10−5 3× 10−6 3× 10−6 3× 10−6 3× 10−6
Table 1. Values of physical parameters for diﬀerent fluids at P =1 atm and T =25 ◦C (Lide
1995): liquid density ρℓ, latent heat Lv, surface tension γ , liquid viscosity µ, temperature
derivative of gas density at equilibrium dρeq/dT , temperature derivative of surface tension
dγ /dT , evaporation velocity vev, thermal (kinetic) velocity vth, thermal conductivity of the liquid
κ and diﬀusion coeﬃcient of the vapour in air Dair. vev is estimated from the experiments on
evaporating drops Poulard et al. (2003) using the formula vev= j0/R where j0 is the evaporation
parameter and R is the drop radius; the diﬀusion coeﬃcient in air Dair is roughly estimated
using kinetic theory; using Clapeyron relation, we have dρeq/dT =(ρeq/P )(Lv/Tv)− ρeq/T
where v is the volume change associated which the vaporization and ρeq is evaluated using
the vapour pressure at saturation under 1 atm (Lide 1995).
The model derived below is built on the lubrication approximation for the
liquid layer, and accounts for surface tension variations and loss of mass through
evaporation. The gas phase is at rest; its dynamics is reduced to the diﬀusion of
the vapour in the mixture. For a complete description of the system, the boundary
conditions at the interface are needed and, in particular, the evaporation rate must
be specified. Although this analysis is focused on evaporating films, it applies to the
case of condensation as well.
The physical situation of interest is that of volatile liquids such as water and alkanes
evaporating in air. A compilation of the physical parameters is given in table 1. The
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governing equations will be obtained within some approximations, which are relevant
to these liquids and will be justified at the end of this section.
We restrict the study to a two-dimensional system with coordinates x along the
substrate and z in the normal direction (figure 1). The state of the system is determined
by the height h(x, t) of the interface and the density ρ(x, z, t) of vapour in the gas
phase (both are functions of space and time). In the following, we write the equations
describing the flow and heat diﬀusion in the liquid phase, diﬀusion in the gas phase
and then the boundary conditions at the interface.
2.1. The liquid film
We consider a very thin film so that we work within the long-wavelength
approximation (lubrication theory) where the typical height H is much smaller than
the typical horizontal scale and we neglect gravity. Our starting point for the evolution
of the thin film is a lubrication equation following Oron et al. (1997)
∂h
∂t
+
∂
∂x
{
h3
3µ
[
γ
∂3h
∂x3
+
∂
∂x
(
J 2
ρv
)]
+
h2
2µ
∂γ
∂x
}
= − J
ρℓ
(2.1)
where µ is the viscosity of the fluid and γ is the surface tension. The last term
in the brackets comes from the shear stress due to surface tension gradients. The
right-hand side corresponds to the volume loss through evaporation. ρℓ is the liquid
density, ρv the vapour density and J the mass flux across the interface. Let J0 be
the characteristic evaporation rate. The ratio vev= J0/ρℓ is the relevant velocity scale
in the system. Vapour thrust comes from the back reaction of molecules leaving the
liquid into the gas phase; it is a quadratic eﬀect in the evaporation rate. Other forces
such as Van der Waals are not included.
2.2. Surface tension gradient
To close equation (2.1) we first need to compute the surface tension gradient. We
assume the substrate to be isothermal at a temperature Tsubs. We use the standard
linear equation of state for the surface tension
γ (T ) = γ0 −
∣∣∣∣dγdT
∣∣∣∣ (T − Tsubs). (2.2)
where γ0= γ (Tsubs). This approximation is accurate over a large temperature range for
most common liquids (not too close to a phase transition). We use the absolute value
of (dγ /dT )(T = Tsubs) as surface tension decreases with temperature for most liquids.
The temperature field T (x, z) satisfies the standard convection–diﬀusion equation
in the liquid which reduces to ∂2T/∂z2=0 in the long-wavelength approximation.
Neglecting density, viscosity, thermal diﬀusivity and kinetic energy of the gas the
energy balance at the interface gives the heat flux (Oron et al. 1997)
κ
∂T
∂z
(z = h(x)) = −LvJ
Lv being the vaporization latent heat per unit mass, and κ the thermal conductivity
of the liquid. We obtain
T (z = h(x)) = −LvJ (x)
κ
h(x) + Tsubs. (2.3)
Equations (2.2), (2.3) result in
γ = γ0 +
∣∣∣dγ
dT
∣∣∣Lv
κ
hJ. (2.4)
To close the system (2.1), (2.4) one has to compute the evaporation rate J .
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Number Definition Signification Water Nonane Octane Heptane Hexane
Ca (10−8)
µvev
γ
viscous stresses
capillary stresses
0.6 0.6 1.4 4.2 11
Ma (10−6) H
Lvvevρℓ
κγ
∣∣∣∣ dγdT
∣∣∣∣ Marangoni stressescapillary stresses 0.7 0.3 1.1 3.8 13
Pe (10−9) vev
H
D
evaporation time
diﬀusion time
4.9 2.0 6.1 22 69
Pek vth
H
D
kinetic time
diﬀusion time
1.5 3.5 3.7 3.9 4.2
χ vth
dρeq
dT
LvH
κ
density fluctuations 0.16 0.05 0.20 0.38 1.03
Pek
χ
κ
D(dρeq/dT )Lv
diﬀusion limited v.s.
one-sided regime
9.4 70 18.5 10.3 4.1
θ (10−6) ρℓvev
Lv
κ
H
Tsubs
temperature fluctuations 1.3 0.4 1.1 4.0 12
Λ (10−11)
ρ2ℓv
2
evH
ρvγ0
vapour thrust
capillarity
2.8 0.6 1.9 9.0 31
Table 2. Typical values for the non-dimensional parameters.
It will prove useful in the following to find an upper bound for the amplitude
of the temperature variation on the interface. With the help of (2.3), we obtain:
T =LvJ0h/κ , h being the height fluctuation. The height fluctuations h
are smaller than H . Thus, the reduced temperature T /Tsubs is bounded by
θ =(LvJ0/κ)(H/Tsubs), H being the characteristic thickness of the film. From table 2,
we see that θ is very small for the liquids we are interested in.
2.3. The vapour
The gas phase is at rest, so that there is only diﬀusion of the vapour. We consider the
limit of quasi-static diﬀusion where the characteristic diﬀusion time is much smaller
than the characteristic evaporation time H 2/D≪Hρℓ/J0, D being the diﬀusion
coeﬃcient of the vapour in the gas phase. In terms of the Pe´clet number Pe= vevH/D,
that condition is Pe≪ 1. Hence, the vapour concentration ρ(x, z, t) (local number of
particles per unit volume in the gas phase) is a solution of Laplace’s equation:
∇2ρ = 0, (2.5)
∇2= ∂2/∂x2+ ∂2/∂z2 being the two-dimensional-Laplacian.
The gas phase is not saturated by the vapour. This condition is enforced by a
constant diﬀusion rate at infinity
∂ρ
∂z
∼ −J0
D
, z→ +∞. (2.6)
Experimentally, either the gas is pumped at the top of the container (Mancini &
Maza 2003) or the temperature of a top plate is fixed (VanHook et al. 1997). In
both situations, the gas density is imposed at a certain height above the film, which
induces a density gradient. Here, we impose the value of this gradient assuming that
the height of the gas phase is much larger than other lengths in the system.
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To solve (2.5) a boundary condition at the interface is needed. It is obtained in the
next subsection.
2.4. Evaporation rate
The vapour and the liquid are coupled through the evaporation rate. The kinetic
theory leads to a linear constitutive relation between the mass and the departure from
equilibrium at the interface, known as the Hertz–Knudsen relation (Prosperetti &
Plesset 1984):
Jmol = α
√
kBTint
2πM
(
ρeqv (Tint)− ρ|int
)
n (2.7)
where M is the molecular weight, ρeqv is the density of the gas at the liquid/gas
coexistence, ρ|int= ρ(z=h(x)) is the gas density at the interface, kB is the Boltzmann
constant, α is the accommodation coeﬃcient (close to unity) and n is the outward
normal to the interface. We note that vth=α
√
kBTint/(2πM) which is a typical kinetic
velocity.
In the gas phase, the vapour mass flux, related to the departure from uniform
vapour density, is given by
J = −D∇ρ. (2.8)
Due to the continuity of the normal evaporative flux at the interface, we have
−D(n · ∇)ρ|int = vth(ρeq(Tint)− ρ|int). (2.9)
Writing a linear temperature-dependent equation of state and using (2.3), one obtains
for the equilibrium density at the interface:
ρeq(T ) = ρeq(Tsubs)− dρeq
dT
Lv
κ
hJ.
Thus, the boundary condition at the interface (2.9) may be rewritten as
−D
(
1 + vth
dρeq
dT
Lv
κ
h
)
(n · ∇)ρ|int = vth(ρeq(Tsubs)− ρ|int). (2.10)
This is a mixed boundary condition in the sense that it relates the value of the density
and its normal gradient at the interface. It corresponds to the conservation of mass
i.e. the equality of the evaporation rate and the mass flux in the gas. It includes
both diﬀusion and transfer across the interface which were treated separately in the
literature (see § § 2.6, 2.7 and 4.1).
2.5. Governing equations. Non dimensional parameters
For the rescaling of the equations, we choose the typical thickness H of the liquid
layer, the characteristic evaporation time H/vev=Hρℓ/J0, the mass flux far from the
substrate J0 and J0H/D as units, respectively, of length, time, evaporation rate and
density of vapour in the gas phase. We make the substitutions h → Hh˜, x → Hx˜,
z → Hz˜, J → ρℓvevJ˜ , ρ → ρeq(Tsubs)+ ρ˜(J0H/D) in equations (2.1), (2.4) and (2.5),
(2.6), (2.10). The lubrication equation becomes
∂h˜
∂t˜
+ Ca−1
∂
∂x˜
{
h˜3
3
∂
∂x˜
(
∂2h˜
∂x˜2
+ΛJ˜ 2
)
+Ma
h˜2
2
∂(h˜J˜ )
∂x˜
}
= −J˜ (2.11)
where we have introduced
Ca=
µvev
γ0
, Ma =Hvevρℓ
Lv
κ
1
γ0
|dγ
dT
|, Λ= ρ
2
ℓv
2
evH
ρvγ0
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respectively the capillary, the Marangoni and the vapour thrust numbers. The Laplace
problem is
∇˜2ρ˜ = ∂
2ρ˜
∂x˜2
+
∂2ρ˜
∂z˜2
= 0 (2.12)
with the two boundary conditions
(1 + χh˜)(n · ∇˜)ρ˜|int = Pekρ˜|int and lim
z˜→+∞
∂ρ˜
∂z˜
= −1. (2.13)
where Pek= vthH/D is a kinetic Pe´clet number and χ =Hvth(Lv/κ)(dρeq/dT ) is called
the thermal expansion number.
The evaporation rate is given by
J˜ = −(n · ∇˜)ρ˜|int (2.14)
which is the non-dimensional version of (2.8).
2.6. The one-sided limit
The evolution equation given by Burelbach et al. (1988) and Oron et al. (1997) can
be recovered as a particular limit of our model. The case of no diﬀusion corresponds
to the limit of small Pek. Introducing a new scaling for the density ρˆ= ρ˜Pek/χ , we
find that ρˆ satisfies the Laplace equation (2.12) with the boundary conditions
J˜ (1 + χh˜) = −χρˆ|int and lim
z˜→+∞
∂ρˆ
∂z˜
= −Pek
χ
. (2.15)
In the limit Pek → 0, the boundary condition at infinity yields a uniform density
distribution ρˆ=Const. The lubrication equation is
∂h˜
∂t˜
+
1
Ca
∂
∂x˜
{
h˜3
3
∂
∂x˜
[
∂2h˜
∂x˜2
+Λ
(
ρˆ
χ(1+χh˜)
)2]
−Ma h˜
2
2
∂
∂x˜
(
h˜ρˆ
χ(1 + χh˜)
)}
=
ρˆ
χ(1+χh˜)
(2.16)
where J has been eliminated using (2.15). Equation (2.16) is the same as the equation
obtained by Burelbach et al. (1988) up to a choice in scalings, when omitting the
disjoining pressure term.
2.7. The pure diﬀusion limit
We now consider the opposite limit Pek →∞ which we refer to as the diﬀusion-limited
regime. The boundary conditions (2.13) for the Laplace problem (2.12) become
ρ˜|int = 0 and lim
z˜→+∞
∂ρ˜
∂z˜
= −1. (2.17)
It appears that the gas is saturated in vapour immediately above the interface (in
dimensional quantities, ρ|int= ρeq(Tsubs)) and that evaporation is limited by diﬀusion.
This boundary condition was used in the study of evaporating droplets by Deegan
et al. (1997, 1999), Poulard et al. (2003) and Cachile et al. (2002). The Laplace
problem has an electrostatic equivalent: that of finding the electric potential (ρ) with
an imposed electric field (J0) at infinity and a fixed constant potential on a deformed
plane. The sharp-edge eﬀect implies a larger evaporation rate at crests which tends to
restore the flat state so evaporation is a stabilizing mechanism in the diﬀusion-limited
regime.
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2.8. Discussion
The evaluation of the relevant dimensionless parameters for water and diﬀerent
alkanes (table 2) shows that the limits Pe → 0, θ → 0 and Λ → 0 are reasonable.
The smallness of the Pe´clet number Pe ensures that the time needed to build up the
concentration profile above the film is much smaller than the characteristic time for
the motion of the interface, so that stationary diﬀusion is a good approximation. The
smallness of the reduced temperature θ allows a linear approximation for the gas
density at the interface. The relevant physics is therefore contained in the values of
the capillary, the Marangoni, the kinetic Pe´clet and the thermal expansion numbers
(Ca,Ma,Pek, χ). Other mechanisms, such as molecular interactions, are neglected.
The closed system to be studied consists of the lubrication equation (2.11) coupled
to a Laplace problem (2.12), (2.13). This unusual coupling comes from evaporation
which relates the film mass loss to the gradient of the vapour concentration. This
induces non-locality in the lubrication equation as the mass loss is a function of the
whole shape of the interface. To simplify notation, from now on we drop the tildes
for the rescaled variables.
3. Stability of the flat interface
Equations (2.11), (2.12) have as solution for the film thickness h(x, t)= 1− t and
gas density ρ(x, z, t)= − z+C− (1−χ/Pek)t with C=(Pek− 1−χ)/Pek. As this
base state is non-stationary, linearization of the equations gives a non-autonomous
partial diﬀerential equation, so that standard linear stability (modal) analysis should
not apply. For simplicity, we assume from now on that the base state is h(x, t)= 1
and ρ(x, z, t)= −z+C, which amounts to adding a volume source vev to right-hand
side of equation (2.1), as this source compensates exactly for the loss of mass at
infinity. This also amounts to a quasi-steady approximation for which evaporation
is suﬃciently slow that the thickness of the layer remains approximately constant
during the growth of unstable modes.
3.1. Full linear stability analysis
We study the stability of the flat state by seeking solutions of equations (2.11), (2.14)
in the form
h = 1 + δh, ρ = C − z+ δρ, J = 1 + δJ.
After linearization, those equations admit Fourier-mode solutions of wavenumber k
and growth rate Ω: δh=A eΩteikx + c.c. ( c.c. stands for the complex conjugate of the
preceding term); we now compute the corresponding δρ and δJ . To begin with, as a
harmonic function, δρ has to be of the form B eikx e−|k|z+ c.c. (B is a complex-valued
function of k), where the absolute value must be taken in order to ensure vanishing
δρ at z→ +∞. The boundary condition (2.13) at the interface gives at linear order
δρ|z=1= Pek−χ|k|(χ +1)+Pek δh.
Hence, we can compute B(k):
δρ =
Pek − χ
|k|(χ + 1) + Pek δh e
−|k|(z−1)+ c.c.
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Figure 2. Diﬀusion-limited regime: growth rate Ω of the mode of wavenumber k
(dimensionless quantities) for three typical value of the Marangoni number Ma . We have
chosen here a capillary number Ca =10−6.
From (2.14) we obtain the perturbed evaporation rate δJ = − (∂/∂z)δρ|z=1. Plugging
this in (2.11) and dropping nonlinear contributions gives the dispersion relation:
Ω(k) = − 1
3Ca
k4 +
Ma
2Ca
k2 − |k| Pek − χ|k|(χ + 1) + Pek . (3.1)
Ω(k) is growth rate of the wavenumber k; if Ω(k) > 0, then the perturbation grows
and the corresponding mode is unstable. Evaporation can either stabilize or destabilize
large wavelengths depending on the values of Pek and χ whereas capillarity stabilizes
short wavelengths; the Marangoni eﬀect drives the instability.
3.2. Transfer-rate-limited regime: linear stability analysis
In the limit Pek≪ min{χ, k, kχ}, corresponding to the one-sided model, the dispersion
relation (3.1) becomes
Ω(k) = − 1
3Ca
k4 +
Ma
2Ca
k2 +
χ
1 + χ
, (3.2)
meaning that the film is always unstable. This limit was studied in detail by Burelbach
et al. (1988). In fact, it is a singular limit (the base state has a diﬀerent form), and
spurious eﬀects arise at k=0: equation (3.2) predicts exponential growth of a constant
change in the film thickness. Accounting for the time dependence of the base state as
done by Burelbach et al. (1988) corrects this artifact (it yields in particular Ω(0)= 0)
but does not change the unstable behaviour. Note that such spurious eﬀects do not
arise for the general case corresponding to (3.1) for which Ω(0)= 0.
3.3. Diﬀusion-limited regime: linear stability analysis
We now consider the opposite limit Pek≫ max{χ, k} which is reasonable given the
experimental parameters. In this regime the dispersion relation (3.1) becomes
Ω(k) = − 1
3Ca
k4 +
Ma
2Ca
k2 − |k|. (3.3)
The last term shows again that evaporation stabilizes long wavelengths in this regime
(figure 2). The absolute value of the wavenumber k comes from quasi-static diﬀusion.
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Such a non-analyticity in the dispersion relation is well-known in the context of
diﬀusive growth (see e.g. Langer 1980). The relevant control parameters are the
capillary and Marangoni numbers. Suppose that Ca is fixed; when the Marangoni
number Ma is small, there is no unstable mode. The first unstable wavenumber kc
(marginally stable mode) appears when the Marangoni number reaches a critical
value Mac such that Ω(k= kc)= 0 and (d/dk)Ω(k= kc)= 0. Solving this system, we
obtain,
Mac = 18
1/3Ca2/3,
k2c =
Mac
2

 (3.4)
for the critical parameters at the threshold.
The relevance of these results to the experiments is examined in the last section.
3.4. Diﬀusion-limited regime: weakly nonlinear analysis
The preceding linear stability analysis shows that the system may become unstable; it
gives the most unstable wavelength and the instability threshold. However, predicting
the nature of the transition or the observed patterns requires a more refined treatment.
For instance, if the transition is discontinuous, the pattern might be very diﬀerent
from the linearly most unstable mode. This is why we perform a weakly nonlinear
analysis close to the critical point. It is restricted to the diﬀusion-limited regime
(equations (2.11) and 2.12), (2.17).
In this analysis, nonlinear contributions to the evaporation rate are needed; they
are computed in Appendix A:
J [h] = 1− ∂
∂x
H[h] +
{
1
2
(
∂h
∂x
)2
+
∂2h
∂x2
h+
∂
∂x
H
(
h
∂
∂x
H[h]
)}
+
{
1
2
(
∂h
∂x
)2
H
[
∂h
∂x
]
− 1
2
∂2
∂x2
(
h2
∂
∂x
H[h]
)
− 2h∂h
∂x
H
[
∂2h
∂x2
]
− ∂
∂x
H
(
h
∂
∂x
H
(
h
∂
∂x
H[h]
))
− 1
2
∂
∂x
H
[
h2
∂2h
∂x2
]}
+O(h4), (3.5)
where H is the Hilbert transform (Appendix B). Each successive correction to the
base state is an integro-diﬀerential transform of the interface profile h; this comes
from the non-local nature of the Laplace problem.
We use a multi-scale expansion which is valid when the spatial Fourier spectrum
of h(x, t) is concentrated around kc (see e.g. Manneville 1990). We look for
an equation of evolution for the slowly varying function A(X, T ) such that
h(x, t)=A(X, T ) exp(i kcx)+ c.c. Formally, we use ǫ as an expansion parameter.
We assume that h is a function of both the fast scales x, t and the slow scales
X= ǫx, T = ǫ2t . This choice for the slow scales is the natural one given that Ω(k)
is maximum at kc. We consider the neighbourhood of the marginal stability and we
rescale the control parameter as
Ω(kc) = ǫ
2ω(kc).
From the chain rule for diﬀerentiation, we make the replacements
∂x → ∂x + ǫ∂X, ∂t → ∂t + ǫ2∂T .
We also assume that h can be expanded as
h(x, t) = 1 + ǫh1(x, t) + ǫ
2h2(x, t) + · · · .
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The procedure to obtain the amplitude equation (equation for A(X, T )) is quite
standard and is detailed in Appendix C. However the present case has the peculiarity
that the expansion must be pursued up to order 6 as h1 is found to vanish. This is
due to the coupling between the evaporation rate and the k=0 eigenmodes of the
linearized evolution operator.
Taking the rescalings X → X/kc and T → T/kc, neglecting terms of order k2c and
higher which is consistent with lubrication theory, the amplitude equation becomes
∂A
∂T
= σA+
3
2
∂2A
∂X2
− 2i ∂
3A
∂X3
− 1
2
∂4A
∂X4
− 45
8
|A|2A
+
3
2
kcA
{
H
∫∫ ({
σ − ∂
∂T
}
H+ ∂
∂X
)
|A|2 + 2i
∫
H
[
A
∂A
∂X
]
− 4iH[|A|2]
}
(3.6)
the control parameter being
σ = −2Ca − Cac
Cac
+
3
2
Ma −Mac
Mac
. (3.7)
As far as we are aware, this non-local kind of amplitude equation has not been
derived before. The non-local terms are important for large-amplitude patterns or for
finite size systems.
The solution A=0 of the amplitude equation becomes unstable when σ > 0 (which
is consistent with the linear stability). When σ > 0, there are stationary solutions of the
form A(X, T )=A0 exp(iQX) with σ =
45
8
|A0|2+ 32 Q2+2Q3+ 12 Q4. They correspond
to a stationary pattern with thickness fluctuation h(x, t)=A0 exp{i(kc+Q)x}, which
is modulated around the critical wavenumber kc. Thus, as the prefactor of |A|2A is
negative, the transition from the flat state (A=0) to a state with height fluctuations
is a supercritical (continuous) pitchfork bifurcation in contrast to the studies of
Krishnamoorthy, Ramaswamy & Joo (1995), VanHook et al. (1997) or Thiele &
Knobloch (2004) on heated fluid layers.
4. Discussion
4.1. Transfer-rate-limited versus diﬀusion-limited evaporation
We obtained (2.9) as a boundary condition prescribed at the interface combining both
the transfer rate across the interface and the diﬀusion of the vapour in the gas phase.
This boundary condition might be simplified in two distinct limits according to the
values of the kinetic Pe´clet number and the thermal expansion number. These two
limits have been used separately in the literature; however, it has been overlooked
that they fall within a general framework, although Margerit et al. (2003) have treated
vapour diﬀusion in the case of no evaporation.
In the first limit, Pek≪ min{χ, k, kχ}, the evaporation process is limited by the
transfer of molecules across the interface. The diﬀusion of the vapour can be ignored
and the classical Hertz–Knudsen (2.7) relation gives the evaporation rate. It is worth
noting here that transfer-limited evaporation is always destabilizing: if the free surface
undergoes a small shape perturbation, liquid portions that are closer to (resp. farther
from) the substrate evaporate faster (resp. slower) and the disturbance is amplified.
The so-called one-sided models for evaporating layers (Prosperetti & Plesset 1984;
Burelbach et al. 1988; Samid-Merzel et al. 1998; Lyushnin et al. 2002; Margerit et al.
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Ca Ma Mac(Ca) Mac/Ma
Water 5.90× 10−9 6.66× 10−7 8.59× 10−6 12.9
Nonane 5.94× 10−9 2.89× 10−7 8.60× 10−6 30
Octane 1.4 × 10−8 1.10× 10−6 1.52× 10−5 13.8
Heptane 4.19× 10−8 3.76× 10−6 3.16× 10−5 8.4
Hexane 1.11× 10−7 1.33× 10−5 6.05× 10−5 4.55
Table 3. Values of the control parameters (Ca,Ma) for diﬀerent volatile fluids and
comparison with the instability threshold in the diﬀusion limited regime.
2003; Merkt & Bestehorn 2003) correspond to this limit as they do not consider the
dynamics of the gas phase and so discard vapour diﬀusion.
In the second limit, Pek≫ max{χ, k}, the evaporation process is limited by the
diﬀusion of the vapour in the gas phase. The gas phase is saturated in vapour
immediately above the interface and the evaporation flux is given by the Fick relation
(2.8). The electrostatic analogue of the Laplace problem for the vapour density, and
the related sharp-edge eﬀect (Deegan et al. 1997) show that the evaporation rate
is larger at bumps hence diﬀusion-limited evaporation is stabilizing. The study of
evaporating droplets by Deegan et al. (1999) and Cachile et al. (2002) fall within this
approximation.
It appears that this second limit is of wide validity. Indeed, the ratio Pek/χ which
depends only on the nature of the fluid is the range 4–70 for the fluids considered
here, whereas Pek > 1 (a more restrictive condition) once the thickness is larger than
D/vth ∼ 0.1µm, which is the thickness scale determined by the diﬀusivity of vapour
D and the thermal velocity vth.
4.2. Comparison with experiments on evaporating droplets
We turn now to the experimental relevance of our analysis. Despite the number
of theoretical studies on evaporating thin films, very few experiments have been
conducted. Redon et al. (1992), Kavehpour et al. (2002) and Poulard et al. (2003)
observed instabilities in the form of evaporating droplets. In the first set of experiments
(Kavehpour et al. 2002; Redon et al. 1992), the spreading of drops of silicon oils
was studied. As silicon oils have a very low volatility, evaporation rate is small and
the shear stress associated with the spreading is important. In the second set of
experiments (Poulard et al. 2003) evaporation sets the velocity scale. This is why we
focus on this latter set. We stress that the geometry of a droplet is diﬀerent from that
of a constant-thickness film analysed in this paper so that only a semi-quantitative
comparison between the experiments and the present theory is possible.
Poulard et al. (2003) studied receding evaporating drops of water and alkanes
on smooth substrates. The data in tables 1 and 2 corresponds to this experimental
situation. For water, heptane and hexane the drop loses its axisymmetry and develops
a regular wavy pattern near the contact line: the height fluctuates with a well-
defined wavenumber. Instabilities are observed neither with octane nor nonane. We
now compare with the stability analysis in the diﬀusion-limited regime (3.4). This
comparison requires the choice of a thickness lengthscale; we retain the typical
thickness of the unstable region, h ∼ 200 nm. We estimate the typical evaporation
rate in this zone using J (r)= J0/
√
1− (r/R)2 (Deegan et al. 1999), where R is the drop
radius and r is the distance to the drop axis. In the experiments, the radius R is of
order 0.5mm and the size of the unstable zone is R− r ∼ 5 µm. According to table 3
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droplets of all fluids are stable. Because of the diﬀerence in geometries we cannot
draw conclusions directly on the stability. We can only compare the relative values of
the ratio Mac/Ma between diﬀerent fluids. This ratio is of order one, meaning that
the distance to the threshold is small. Moreover, the fluids can be sorted from the
less stable to the most stable as: hexane, heptane, water, octane and nonane. This
compares well with the experiments: festoon patterns have been observed with hexane,
heptane and water and none with octane and nonane. However, caution should be
taken with water as evaporating droplets of water have an anomalous retraction
velocity (Poulard et al. 2003). Equation (3.4) gives as wavelengths λHeptane ≃ 320 µm
and λWater ≃ 600 µm which are an order of magnitude larger than the experimental
λHeptane ≃ 50 µm and λWater ≃ 30 µm. To summarize, the comparison with experiments
is satisfying as we predict an instability threshold, in contrast to the one-sided
model (see § 3.2), and we find that the stability increases with the weight of the
alkane.
4.3. Main results
In this paper, we have constructed a two-sided model for evaporating thin liquid
films. In order to predict quantitatively the evaporation rate, we have considered
both transfer rate across the interface and diﬀusion of the vapour in the gas
phase. The experiments of Poulard et al. (2003) motivated the study of the
regime for which evaporation is diﬀusion-limited. In this context, the system
describing the evolution of the height profile h couples the lubrication of the
substrate by the thin film to the diﬀusion of its vapour in the gas phase. Using
a linear stability analysis, we predicted an instability threshold and classified the
stability for diﬀerent liquids, in agreement with the experiments. The results of
the linear stability analysis are not too diﬀerent from Poulard et al.’s (2003)
experiments on evaporating droplets. To push the comparison further, it would be
interesting to perform experiments on extended flat films. The weakly nonlinear
analysis lead to the prediction of a continuous transition from the flat state,
so that the formation of dry patches is not expected in the diﬀusion-limited
regime.
Moreover, the diﬀusion equation confers a non-local aspect on the dynamics
of the film which is found to persist in the amplitude equation (3.6) established
within a weakly nonlinear study. This property was unexpected and contrasts with
Friedrich’s & Engel’s (2003) results on the Rosensweig instability of magnetic fluids;
it originates from the presence of uniform profiles in the null-space of the linearized
evolution operator (see Appendix C).
This study suggests investigation of more complicated situations such as when
both transfer rate and diﬀusion of the vapour are important (i.e. when Pek has
a finite value), in the nonlinear regime. As analytical extensions to the present
study seem diﬃcult, numerical computations of the complete two-sided model would
allow the investigation of eﬀects such as the non-stationarity of the base state,
the finite extent of the system, three-dimensional patterns or the geometry of a
droplet. Consequences of the non-local terms would also be interesting to study
further.
We are very grateful to Anne-Marie Cazabat and Christophe Poulard for exciting
our interest in the stability of evaporating droplets.
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Appendix A. The evaporative flux; electrostatic analogy
This Appendix is devoted to the perturbative treatment of the Laplace problem
associated with the diﬀusion-limited regime
∇2ρ = 0 (z > h(x)),
ρ(x, h(x)) = 0,
∂ρ
∂z
(x, z = +∞) = −1,
where h= h(x) is a given regular (bounded and diﬀerentiable) function. Precisely, we
need to compute −(n · ∇)ρ|z=h(x)+.
A.1. Vortex sheet formalism
Using electrostatic terminology, the problem is to find the electric field J immediately
above a deformed charged plane. Introducing a superficial charge distribution
ρ= σ (x)δ(z− h(x)) (δ(z− a) is a Dirac mass concentrated at the point z= a), one
can write the integral representation:
J(x, z) =
∫
σ (x ′)
(x − x ′)ex + (z− h(x ′))ez
(x − x ′)2 + (z− h(x ′))2 dℓ(x
′) (z = h(x)), (A 1)
dℓ=
√
1+h′(x)2 dx being the arc-length element and h′(x) = (dh/dx)(x).
At the interface, two boundary conditions are prescribed. To begin with, according
to Gauss theorem, the field has a normal discontinuity
(J+ − J−) · n = 2πσ (A 2)
where J+ (resp. J−) stands for the field just above (resp. below) the interface z=h(x).
Moreover, the tangential component has to vanish in order to fulfil the condition
ρ(x, h(x))= 0:
J+ · t = J− · t = 0. (A 3)
Now, setting z= h(x) in (A 1), one has to take the Cauchy principal value (denoted as
PV) of the integral in order to get a well-defined expression. This regularized integral
is equal to the half-sum of J+ and J− so that the conditions (A 2), (A 3) may be
rewritten as
J+ = πσ +
1√
1 + h′(x)2
PV
∫
σ (x ′)
x − x ′
−h′(x) + φ(x, x ′)
1 + φ(x, x ′)2
dℓ(x ′) (A 4)
and
PV
∫
σ (x ′)
x − x ′
1 + h′(x)φ(x, x ′)
1 + φ(x, x ′)2
dℓ(x ′) = 0 (A 5)
with φ(x, x ′)= (h(x)− h(x ′))/(x− x ′) and J+= J+ · n= ‖J+‖.
A.2. Perturbative treatment
The general relation (A 5) implicitly gives the superficial charge σ as a function of
h. Since the inversion is not possible analytically, we assume that the deflection from
the flat plane h is weak; we introduce a small parameter η such that h is replaced by
ηh (a possible choice is to set η= supx |h(x)|) and write a perturbative expansion
σ = σ (0)+ ησ (1)+ η2σ (2)+ · · · · The η=0 contribution corresponds to the plane
interface for which the field is uniform; the boundary condition J(x, z= +∞)= J (0)ez
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readily gives σ (0)= J (0)/π. Solving (A 5) up to O(η4), we find
σ [h] =
J (0)
π
(
1 + η2
{
1
2
(
dh
dx
)2
+ h
d2h
dx2
+
d
dx
H
[
h
d
dx
H[h]
]}
+ O(η4)
)
(A 6)
where H is the Hilbert transform (see Appendix B).
The remaining step is simply to plug (A 6) into (A 4). Without having to compute
further terms for σ (x), we can express the evaporative flux expansion up to O(h4).
Setting η=1, we find
J [h] = 1− d
dx
H[h] +
{
1
2
(
dh
dx
)2
+
d2h
dx2
h+
d
dx
H
(
h
d
dx
H[h]
)}
+
{
1
2
(
dh
dx
)2
H
[
dh
dx
]
− 1
2
d2
dx2
(
h2
d
dx
H[h]
)
− 2hdh
dx
H
[
d2h
dx2
]
− d
dx
H
(
h
d
dx
H
(
h
d
dx
H[h]
))
− 1
2
d
dx
H
[
h2
d2h
dx2
]}
+ O(h4),
that is, formula (3.5).
Appendix B. Hilbert transform
B.1. Definition and basic properties
Given a bounded function f (x), we define the Hilbert transform with the usual
conventions:
H[f ](x) = 1
π
lim
ε→0+
∫
|x−x ′|>ε
dx ′
f (x ′)
x ′ − x
where we have taken the Cauchy principal value (symmetric limit) at x ′= x. Useful
properties are commutation with linear diﬀerential operators and the inversion
relation H−1= − H. With this definition, the Hilbert transform is not defined
for constant functions. However, one can remove the divergence at infinity by taking
the principal values both at x and at infinity; the result is then H[Const]= 0. (Note
that the inversion formula is not valid for constants.)
B.2. Hilbert transform and slow space-varying amplitude
In the weakly nonlinear analysis, we have to compute quantities of the form
H[A(ǫx) eikx], with 0 < ǫ≪ 1. We want here to show that, to a very good precision
(for ǫ suﬃciently small), we have the relation
H[A(ǫx) eikx] = A(ǫx)H[ eikx] (k = 0) (B 1)
which means that the action of the Hilbert transform on a slowly modulated Fourier
mode does not introduce, except if k=0, non-localities (see Friedrichs & Engel 2003).
In the next Appendix, we make substantial use of this property.
Since Aǫ(x)=A(ǫx) varies significantly only if x has a variation of order 1/ǫ, the
Fourier transform Aˆǫ of Aǫ must be negligible outside (−ǫ, ǫ).
Let us first assume that the support of Aˆǫ (that is, the domain where it has non-zero
values) is included in (−ǫ, ǫ). Then, using H[ eikx]= i sgn(k) eikx (sgn(k) = 1 if k > 0),
we have
H[Aǫ(x) eikx] = i eikx
∫ ǫ
−ǫ
dk′ Aˆǫ(k′) sgn(k′ + k) eik
′x .
Thus, (B 1) is proved if we suppose |k| > ǫ, that is, if ǫ is small enough.
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If Aˆǫ =0 does not vanish outside using (−ǫ, ǫ), one can show that, using the same
hypothesis on k, to the first order in ǫ, the error on (B 1) is of the order of
∫ ∞
1/ǫ
|Aˆ(k)| dk.
Appendix C. Weakly nonlinear analysis
Here we detail the weakly nonlinear analysis leading to the amplitude equation
(3.6). We consider the neighbourhood of the stability limit, so that we rescale the
control parameter according to
Ω(kc) = ǫ
2ω(kc). (C 1)
Plugging (3.5) into the lubrication equation (2.11), we obtain a closed integro-
diﬀerential equation for the height profile h. We assume that h is a function of
x,X, t, T (fast and slow scales) and admits the expansion h= ǫh(1)+ ǫ2h(2)+ · · ·. The
derivatives are substituted according to
∂x → ∂x + ǫ∂X, ∂t → ∂t + ǫ2∂T . (C 2)
It is convenient to separate the evolution operator into its linear contributions L
and nonlinear ones N. In particular, applying transformations (C 2) leads to the
expansion L=Lc+ ǫL(1)+ ǫ2L(2)+ ǫ3L(3)+ ǫ4L(4) with
Lc = 1
3Ca
∂4x +
Ma
2Ca
(
∂2x − ∂3xH
)− ∂xH,
L(1) =
{
4
3Ca
∂3x +
Ma
2Ca
(
2∂x − 3∂2xH
)−H
}
∂X,
L(2) =
{
2
Ca
∂2x +
Ma
2Ca
(1− 3∂xH)
}
∂2X − ω(kc) + ∂T ,
L(3) =
{
4
3Ca
∂x − Ma
2Ca
H
}
∂3X,
L(4) = 1
3Ca
∂4X.
Note that the null-space of Lc contains slow space-varying height profiles (i.e.
functions of X). We now proceed to the solution order by order.
Order ǫ1:
We have simply
Lch(1) = 0. (C 3)
Using (B 1), the solution is
h(1) = (A11(X, T ) e
ikcx + c.c) + A10(X, T )
kc being the critical wavenumber given by the linear stability analysis.
Order ǫ2:
The equation has the form
Lch(2) = −L(1)h(1) −N(2)
(
h(1)
)
. (C 4)
The nonlinear term contains a k=0 mode. As the right-hand side of (C 4) must
be orthogonal to the null space of Lc, this implies h(1)=0. Thus, Lch(2)=0, hence
h(2)=(A21(X, T ) e
ikcx + c.c.)+A20(X, T ).
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Order ǫ3:
N(3)=0 as h(1)=0:
Lch(3) = −L(1)h(2). (C 5)
Again, the right-hand side of (C 5) has to be orthogonal to the null space of Lc, so
we have A20=0. Hence, h
(3)=(A31(X, T ) e
ikcx + c.c.)+A30(X, T ).
Order ǫ4:
Lch(4) = −L(2)h(2) −L(1)h(3) −N(4)
(
h(2)
)
. (C 6)
The nonlinear term is
N(4)(h(2)) = (f4A221 e2ikcx + c.c.)− k2cA21A21
with (A21 is the complex conjugate of A21)
f4(kc) =
Ma
Ca
(−2k2c − k4c − 4k3c)+ 2k
4
c
Ca
+
1
2
k2c .
So, introducing
α=
(
− 2
Ca
k2c +
Ma
2Ca
(1+ 3kc)
)
,
we have from (C 6)
−∂XH[A30] = k2c |A21|2, (C 7)
−ω(kc)A21 + α∂2XA21 + ∂TA21 = 0. (C 8)
The solution to (C 6) is
h4 = (A42(X, T ) e
2ikcx +c.c.) + (A41(X, T ) e
ikcx + c.c.) + A40(X, T )
with A42= f4(kc)/Ω(2kc)A
2
21.
Order ǫ5:
Lch(5) = −L(3)h(2) −L(2)h(3) −L(1)h(4) −N(5)
(
h(2), h(3)
)
. (C 9)
It is convenient to decompose the nonlinear term:
N(5)(h(2)) = (N52 e2ikcx + c.c.)+ (N51 eikcx + c.c.) +N50,
where
N52 = f5A31A21 + ig5∂XA221,
N51 = j5A30A21,
N50 = −k2cA21A31 − ikcA21∂XA21 − kcH
[
A21∂XA21
]
+ c.c.
and with
f5(kc) =
Ma
Ca
(−8k3c − 2k4c − 4k2c)+ 4k
4
c
Ca
+ k2c ,
g5(kc) =
Ma
Ca
(
2kc + 2k
3
c + 6k
2
c
)− 4k3c
Ca
− kc
2
,
j5(kc) =
Ma
Ca
(
−3
2
k3c − k2c
)
+
k4c
Ca
.
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Imposing again that the restriction of the right-hand side of (C 9) to the null space
of Lc has to vanish and using (C 7), we obtain
iβ∂3XA21 +
{
α∂2X − ω(kc) + ∂T
}
A31 + j5A21
∫
H[|A21|2] = 0 (C 10)
and
∂XH[A40] = (−ω(kc) + ∂T )A30 + Ma
2Ca
∂2XA30 +N50, (C 11)
with
β =
4
3Ca
kc− Ma
2Ca
.
The solution at this order is
h5 = (A52(X, T ) e
2ikcx + c.c.) + (A51(X, T ) e
ikcx + c.c.) + A50(X, T )
with
A52 =
1
Ω(2kc)
(N52 + iΩ ′(2kc)∂XA42).
Although (C 10) is nonlinear in A21, it does not give the nature of the bifurcation.
This is why we carry computations to the next order.
Order ǫ6:
Lch(6) = −L(4)h(2) −L(3)h(3) −L(2)h(4) −L(1)h(5) −N(6)
(
h(2), h(3), h(4)
)
. (C 12)
We only need the part of N(6) of wavenumber kc:
N61 = f6A21A42 + g6A21∂XHA30 + ij6A21∂XA30
+ ℓ6(A21A40 + A31A30) +m6|A21|2A21 + in6A30∂XA21
with
f6(kc) =
Ma
Ca
(
−k2c − 92k
3
c
)
+
7k4c
Ca
,
g6(kc) =
Ma
Ca
(
1
2
k3c +
1
2
k2c
)
− kc ,
j6(kc) = 2
Ma
Ca
(k3c + k
2
c + kc)− k
3
c
Ca
,
ℓ6(kc) = −Ma
Ca
(
3
2
k3c + k
2
c
)
+
k4c
Ca
= j5(kc) ,
m6(kc) =
Ma
Ca
(
7
4
k5c − 12k
2
c − 34k
4
c − 52k
3
c
)
− 7k
3
c
2
+
k4c
Ca
,
n6(kc) =
Ma
Ca
(
9
2
k2c + 2kc
)
− 4k
3
c
Ca
.
After solving equations (C 7), (C 11) for A30 and A40, we use the solvability condition
that the right-hand side of (C 12) is orthogonal to the null space ofLc and we obtain
an equation for A41. Introducing
A = ǫA11 + ǫ
2A21 + ǫ
3A31 + ǫ
4A41 + · · · ,
the last equation for A41 can be re-summed with equations (C 8), (C 10) for A21 and
A31. Using the inverse transformations of (C 1), (C 2), we finally obtain the amplitude
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equation for A(X, T ):
(−Ω(kc) + α∂2X + ∂T )A+ iβ∂3XA+ 13Ca ∂
4
XA+ ξ |A|2A
+ ikc(j6kc − ℓ6)H[|A|2]A+ in6k2c (∂XA)
∫
H[|A|2]
+ ℓ6
{
k2cA
∫∫
(−Ω(kc) + ∂T + ∂XH)|A|2 + 2ikcA
∫
H [A∂XA]
}
= 0.
with
ξ (kc) = m6 +
1
Ω(2kc)
f6f22 − k2cg6 +
(
k2c
Ma
2Ca
− 2kc
)
ℓ6.
Taking the limit of small kc with the help of the rescaling ∂X → kc∂X and ∂T → kc∂T
leads to (
∂
∂T
− σ − 3
2
∂2
∂X2
)
A+ 2i
∂3A
∂X3
+
1
2
∂4A
∂X4
+
45
8
|A|2A+ i6kcH[|A|2]A
− 3
2
kc
{
A
∫∫ (
∂
∂T
− σ + ∂
∂X
H
)
|A|2 + 2iA
∫
H
[
A
∂A
∂X
]}
+ O
(
k2c
)
= 0, (C 13)
hence the simplification (3.6). Note that (C 13) is valid only if A(X, T ) vanishes at
X=∞, so that Hilbert transformsH are well-defined. In contrast to standard weakly
nonlinear analysis, this equation is non-local.
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(Fig. 1b, inset).An identical energy formula-
tion is found in fracture theory9, in which the
capillary energy is replaced by the material
fracture energy.Whereas LEC gives the typical
curvature induced by capillarity10, Ldry is the
critical length above which lamellar struc-
tures collapse. When the dimensions of a
structure are scaled down by a factor , both
LEC and Ldry (scaling as 
3/2 and 5/4, respec-
tively) eventually become smaller than the
structure size, an effect that is responsible for
damaging microsystem structures2–8.
To generalize equation (1) to multiple
lamellae, we assume that a cluster of N
lamellae behaves as a single lamella that is N
times more rigid (we neglect solid friction 
as the wetting liquid lubricates the strips).
On average, such a cluster results from the
self-similar aggregation of two bundles of
size N/2, clamped at a distance Nd/2. The 
dry length (above the junction of the two
clumps) becomes
Ldry
4 N 3d2LEC
2 (2)
which is in good agreement with experiment
(Fig. 1c). The maximum size Nmax of clusters
in a brush with lamellae of length L is given
by equation (2), with LdryL. However,
smaller bundles are also seen if their aggrega-
tion with a neighbour leads to a size exceed-
ing Nmax. The broad distribution of clump
sizes results from random initial imperfec-
tions, and requires statistical analysis. A
9

16
derivation based on Smoluchowski’s coales-
cence process11 leads to an original self-
similar distribution that predicts an average
cluster size of 0.67Nmax (A. B. et al., manu-
script in preparation).
Our results,once scaled down,could help
to improve the design of micro-electro-
mechanical systems. The self-similar aggre-
gation process described here should extend
to different geometries (such as those of
fibrous materials) and to similar systems
involving coalescence or fragmentation.
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Adhesion
Elastocapillary
coalescence in wet hair
W
e investigated why wet hair clumps
into bundles by dunking a model
brush of parallel elastic lamellae
into a perfectly wetting liquid. As the brush
is withdrawn, pairs of bundles aggregate
successively, forming complex hierarchical
patterns that depend on a balance between
capillary forces and the elasticity of the
lamellae. This capillary-driven self-assembly
of flexible structures, which occurs in the
tarsi of insects1 and in biomimetic ad-
hesives2 but which can also damage micro-
electromechanical structures3–6 or carbon
nanotube ‘carpets’6–8, represents a new type
of coalescence process.
When the brush, which consists of regu-
larly spaced, flexible lamellae, is progressively
withdrawn from the bath of liquid, a cascade
of successive sticking events leads to a hierar-
chical bundling pattern (Fig. 1a).We studied
one such elementary sticking event for two
lamellae separated by a distance d. If the
strips were rigid, the perfectly wetting liquid
would rise up to Jurin’s height, hJ2LC
2/d,
where LC(/g)
1/2 is the capillary length;
 and  are the liquid’s surface tension and
density, respectively. When the strips are
flexible, capillary suction bends the lamellae
and the liquid rises higher in this more 
confined environment. As two lamellae are
withdrawn to height L (Fig. 1b), a capillary
rise to height hJ (or to the top when LhJ)
precedes the sticking together of the strips,
which happens when L becomes large.
Surprisingly, the height of rise Lwet
increases linearly with L in this last regime,
whereas LdryLLwet remains constant. In
fact, Ldry is prescribed by a balance between
capillarity and elasticity.The capillary energy
(per unit width) is 2Lwet, whereas the
elastic energy is proportional to the square 
of the typical curvature, d/Ldry
2, and reads
exactly 3d 2/Ldry
3 in this geometry,where  is
the bending stiffness of the strips. Minimiz-
ing the sum of the two energies (gravity
becomes negligible in this regime) with
respect to Ldry yields
Ldry
4 d2LEC
2 (1)
where LEC( /g)
1/2 is the elastocapillary
length, in agreement with measurements
made over several orders of magnitude
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Figure 1 Flexible lamellae stick together after wetting. a, Lamellae in a wetted model brush after a sequence of sticking or unsticking
events that cause aggregation (viewing from top to bottom) or fragmentation (from bottom to top), respectively. b, Height of rise, Lwet, of
liquid between a lamella pair is plotted against the withdrawal height, L, showing the transition from the capillary rise (dashed line;
LwethJ) to the sticking regime (full green line; LdryLLwet is constant). Polyester strips separated by d1 mm (width, 25 mm; thick-
ness, e100 m; bending rigidity, 5.1104 N m) were dipped into silicon oil (density, 950 kg m3 and surface tension
20.6 mN m1, leading to hJ4.3 mm). Inset, sticking regime. Non-dimensional dry length, Ldry/LEC, is plotted against non-dimensional
separation, d/LEC; LEC(/)
1/2, which is the elastocapillary length (red circles: e50 m, LEC47 mm; blue diamonds: e100 m,
LEC150 mm; green triangles: e170 m, LEC370 mm); line: comparison with theory (equation (1); no adjustable parameter).
c, Aggregation of multiple lamellae into bundles (e50 m, d1 mm). Number of lamellae per bundle is plotted against dry length.
Blue crosses, raw data; red circles, averaging of data; line, comparison with theory (equation (2); no adjustable parameter).
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The rolling up of sheets in a steady flow
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The mechanism of reconfiguration of broad leaves subjected to wind loading is
investigated. Circular plastic sheets cut along a radius are immersed in a water flow.
They roll up into cones when held at their centres. The opening angle of the cone and
the drag force exerted on the sheet are measured as a function of the flow velocity and
of the sheet bending rigidity. The cone becomes sharper when the velocity increases
or when the sheet stiﬀness decreases; the reconfiguration leads to a decrease in the
drag coeﬃcient. Scaling laws are derived from the mechanical equilibrium of the
sheets – the balance between form drag and elastic forces – and the experimental
data collapse onto master curves. Two models for the pressure field yield theoretical
curves in semi-quantitative agreement with the experiments.
1. Introduction
To withstand high wind loads without damage, plants have developed diﬀerent
strategies. For instance, for broad-leaved species such as the tuliptree or red maple,
Vogel (1989) reports the shape reconfiguration of the leaves into cones. This gives
rise to a streamlining of the leaf and a reduction of the surface area exposed to the
wind, and results in a reduction of the drag coeﬃcient with increasing wind speed. A
review of the corresponding biomechanical constraints is given by Niklas (1999). One
might wonder whether physiological processes are involved or the coupling between
the flow and a flexible object suﬃces to cause reconfiguration. This was one of the
motivations of Alben, Shelley & Zhang (2002, 2004) who performed two-dimensional
experiments on the deformation of a flexible fibre held in a flowing soap film. They
observed the fibre to bend as the velocity of the flow was increased and found the drag
coeﬃcient to vanish at high velocity. They solved the corresponding coupled elastic–
fluid problem and obtained a quantitative agreement with the experiments. However,
as the behaviour of slender elastic objects depends strongly on their dimensionality
(see e.g. Landau & Lifchitz 1990), we aim here to extend the investigations of Alben
et al. (2002, 2004) to a more realistic three-dimensional configuration.
Although fluid–structure interactions have received much attention, most studies
were restricted to small deformations of the elastic structure, often aimed at
characterizing its stability, vibrations or sound emission (Howe 1998). This might
be due to the lack of analytical methods or to the requirement of highly sophisticated
numerical methods (see Etienne & Pelletier 2005, and references therein) in order
to couple large elastic deformations with a flow. Schouveiler, Eloy & Le Gal (2005)
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also investigated experimentally and theoretically the equilibrium shapes of a flexible
filament hanging in a flow, having therefore large deformations. In practice, most
structures are stiﬀ enough not to be deformed by a flow. The notable exception comes
from sailing: the shape of sails in an airflow has been the subject of numerous studies
(for a review, see Lorillu, Weber & Hureau 2002), although the elasticity of the sail
was usually neglected.
The present study concerns the deformation of elastic sheets put into a flow and is
motivated by the observations of Vogel (1989) on tree leaves. The leaf reconfiguration
by flow-induced forces is first experimentally reproduced in the laboratory using
plastic sheets in a water channel. Section 2 reports on these experiments. In § 3 we
formulate the coupled elastic and hydrodynamic problem and we give two models for
the pressure field. Theoretical and experimental results are compared and analysed in
§ 4 before the concluding discussion of § 5.
2. Experiments
We considered a thin circular plastic sheet, of radius R and bending rigidity D, cut
along one radius. It was held in a water flow of velocity U perpendicular to the initial
sheet. Experiments were conducted in a free-surface water channel. The test section
was 140 cm long with a water depth at rest of 45 cm and was slightly diverging to
compensate for the downstream growth of the boundary layers on the tunnel walls.
The width of the section that initially contained the sheet was 38 cm. The free-stream
velocity U could be continuously varied up to 1m s−1. The sheets were held at their
centre in the channel, at the end of an upstream tube parallel to the flow. The tube
was rigidly attached perpendicularly to a beam that was fixed on a frame above the
free surface.
Eleven sheets were tested: five of radius R=10 cm and of diﬀerent bending
rigidities D ranging from 0.27× 10−3 to 3.03× 10−3Nm, and seven of bending rigidity
D=0.99× 10−3Nm and of radii R ranging from 4 to 10 cm. We used plastic sheets
such as transparencies or plastic covers. For each type of sheet, the rigidity D was
deduced from the measurement of the small deflections due to gravity of a strip
clamped at one end, when varying the strip length.
Without a flow (U =0) the sheet was flat and perpendicular to the channel section.
When subjected to the flow load, the sheet rolled up into a cone with a circular base.
The ratio of the plastic to the water density being close to 1, the apparent weight
of the sheet was negligible and the cone appeared symmetric around an axis parallel
to the incoming flow. The cone became increasingly acute as the flow speed was
increased. The flow-induced reconfiguration is illustrated in figure 1 for a sheet of
radius R=10 cm and bending rigidity D=0.27× 10−3Nm at three diﬀerent values
of U . Photographs were taken using a monochrome video camera, perpendicularly to
the flow, through the glass sidewall of the channel.
The sheet reconfiguration was quantified using the opening angle of the cone α, as
defined in figure 1(a) so that α=0 when the sheet is flat (U =0). We actually measured
the vertex angle 2ǫ between the two lines that limit the cone on the visualizations
and deduced α=pi/2 − ǫ. The evolution of α with the flow velocity U is shown in
figure 2 for the eleven sheets tested. As U is increased from 0, α smoothly increases
with a rate that becomes weaker and weaker. Figure 2(a) shows the eﬀect of varying
the bending rigidity D. As expected, the angle α decreases as the bending rigidity D is
increased. For the two most flexible sheets (D=0.27× 10−3 and 0.59× 10−3Nm), α
is not defined for the highest velocities because then the axisymmetry is lost with the
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(a) (b) (c)
Figure 1. Visualizations of the sheet reconfiguration into increasingly sharp cones for a
sheet of bending rigidity D=0.27× 10−3Nm and radius R=10 cm: (a) U =8.3 cm s−1,
(b) 17.7 cm s−1, (c) 59.1 cm s−1. Flow from left to right. The cone opening angle α is defined
in (a).
1.4
(a)
1.2
1.0
0.8
α
 
(r
ad
)
0.6
0.4
0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8
U (m s–1)
D = 0.27 × 10
–3
 N m
0.59 × 10
–3
 N m
0.99 × 10
–3
 N m
1.92 × 10
–3
 N m
3.03 × 10
–3
 N m
1.0
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8
U (m s–1)
1.0
R = 10 cm
9 cm
8 cm
7 cm
6 cm
5 cm
4 cm
(b)
Figure 2. Bending angle α as a function of the free-stream velocity U: eﬀects of (a) bending
rigidity D for R=10 cm and (b) of sheet radius R for D=0.99× 10−3Nm.
appearance of two folds along the cone. Similarly, figure 2(b) shows the evolution of
α for a given rigidity and diﬀerent radii R. α appears to be a decreasing function of
R: the reconfiguration is more important for the largest sheets. It should be pointed
out that here U is the free-stream velocity; in fact the flow velocity continuously
increases from the tip along the cone because of the continuous section reduction.
In order to measure the drag force d acting on sheets, the support beam was
attached to a four-strain-gauge calibrated balance (DeltaLab EI 450). Results for
sheets of radius R=10 cm and of two diﬀerent bending rigidities are shown in
figure 3 together with data that we obtained for a rigid disk of the same radius and
held perpendicularly to the free stream. For these data, the drag exerted on the sup-
port alone was measured and subtracted from the total drag measured with the sheets.
While for the rigid disk we find the classical quadratic behaviour (shown by the U 2
fit curve in figure 3, which incidentally indicates that the viscous drag is negligible in
this velocity range), the comparison with the data for flexible sheets shows that the
flow-induced reconfiguration allows the leaves to strongly reduce the load they have to
sustain. This optimization is more important as the rigidity becomes smaller due to
the smaller area exposed to the flow.
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Figure 3. Drag force d as a function of the free-stream velocity U for two sheets of radius
R=10 cm, and comparison with the drag on a rigid disk of the same radius.
3. Theory
3.1. Formulation
We consider here the static equilibrium of a circular sheet of bending rigidity D and
of radius R. It is cut along one radius and its centre is fixed in a steady flow of free-
stream velocity U . To express our theoretical model, we use the spherical coordinate
system with origin at the sheet centre and axis of reference given by the direction
of the flow, r being the polar distance, θ the azimuthal angle and φ the polar angle.
In general, a sheet has two modes of deformation: bending – the sheet acquires a
curvature – and stretching – distances on the sheet are changed. First, let us note that,
as the sheet is thin, pure bending deformations are preferred here as they are allowed
by the boundary conditions (see e.g. Rayleigh 1945). So we consider only bending of
the sheet. Furthermore, in agreement with the experimental observations we assume
that the system keeps a symmetry of revolution. Pure bending deformations of a
surface with a symmetry of revolution yield only cylinders and cones. Here the sheet
is held at its centre so that it should have the shape of a cone of opening angle α (as
defined in figure 1a). Let Pα(r) be the diﬀerential dynamic pressure field exerted by
the flow on such a cone, i.e. the diﬀerence between the pressures on the upward and
leeward sides of the sheet. The energy of the sheet is the sum of its elastic bending
energy due to a curvature c(r) and of the potential energy due to the flow pressure:
E =
1
2
D
∫
S
c2 dS −
∫ α
0
dα′
∫
Sα′
Pα′r dSα′, (3.1)
where the first integral is calculated over all the sheet surface S=piR2 whereas
the second term contains the total pressure torque over the surface exposed to the
incoming flow Sα′ =piR
2cosα′. Note that because the ratio of the sheet material density
to the fluid density is close to one and because we consider values of the Reynolds
number Re (Re=UR/ν compares inertia and viscous forces, ν being the kinematical
viscosity of the fluid) as large as 105, any gravity and viscous eﬀects are neglected.
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The local curvature of a cone of opening angle α being given by
c = tanα/r, (3.2)
the first integral in (3.1) appears to be logarithmically divergent as r goes to 0, so
that a cut-oﬀ radius Rc is needed. Experimentally this cut-oﬀ corresponds to the
size of the holding tube Rc ≃ 1mm; its precise value is unimportant because the
dependence of E on Rc is only logarithmic. Introducing the non-dimensional pressure
P˜α(r˜)=Pα(Rr˜)/(ρU
2), where ρ is the fluid density, and using the radius of the sheet
R as a unit of length, the total potential energy E (3.1) becomes
E = piD ln
(
R
Rc
)
tan2 α − ρU 2R3
∫ α
0
dα′
∫ r˜=1
r˜=0
P˜α′(r˜)r˜ 2pir˜ cosα
′ dr˜ . (3.3)
The ratio between the two energy scales is the elastohydrodynamical number
N =
ρU 2R3
D ln(R/Rc)
=
(
U
Uc
)2
. (3.4)
Then finding the cone equilibrium angle reduces to finding the minimum of the
reduced energy E˜(α)=E(α)/(2piD ln(R/Rc)), i.e. the zeros of
∂E˜
∂α
=
sinα
cos3 α
− 2N
∫ r˜=1
r˜=0
P˜α(r˜)r˜
2 cosα dr˜ . (3.5)
However the pressure field is still unknown at this stage and is the subject of the
following subsection.
3.2. A model for the pressure field
Alben et al. (2002, 2004) used Helmholtz’s free-streamline theory to compute the
pressure field around their flexible fibre held in a flowing soap film. This method
relies heavily on complex variables which restricts it to two dimensions. Unfortunately,
we are not aware of any analytical or semi-analytical method for three-dimensional
problems. Thus our primary goal is to provide a qualitative understanding of the
experiments.
3.2.1. A potential flow model
Instead of looking for a potential flow with the correct boundary conditions at
infinity and modelling the separation at the edge of the cone, we assume that the
local form of the velocity potential at the tip holds all over the cone, imposing that
the velocity at the edge (r =R, θ =pi/2 + α) is equal to the far-field velocity U .
A separable solution to Laplace’s equation is
ψ(r, θ) = ψ0r
nL(n, cos θ), (3.6)
L being a Legendre function of the first kind. The corresponding velocity field is
ur = nψ0r
n−1L(n, cos θ), (3.7)
uθ = ψ0r
n−1(cos θL(n, cos θ)− L(n− 1, cos θ))/ sin θ. (3.8)
The kinematic boundary condition at the cone surface
uθ (r, θ = pi/2 + α) = 0 (3.9)
determines the value of the exponent n as a function of α (choosing the smallest
value of n such that there is no divergence of the velocity field). This n(α) yields the
self-similar behaviour of any velocity potential near a cone tip.
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We assume that this form holds even far from the tip and we try to ‘match’ it to
the far-field velocity by imposing that
ur (r = R, θ = pi/2 + α) = U, (3.10)
which determines the prefactor ψ0 of the velocity potential. This condition amounts
to stating that the pressure in the wake pw is equal to the far-field pressure p∞ (see
below).
In order to determine the diﬀerential pressure Pα exerted on the sheet, we use
Bernouilli’s equation, the pressure on the windward side being pw + Pα ,
pw + Pα(r) +
1
2
ρu2r = p∞ +
1
2
ρU 2. (3.11)
Again under the assumption that pw=p∞, we obtain the non-dimensional form
P˜α(r˜) =
1
2
(
1− r˜2n(α)−2
)
, (3.12)
n being determined by the implicit equation (3.9). Note that this assumption on the
leeward pressure amounts to neglecting the recirculation flow behind the cone.
Plugging relation (3.12) into the equilibrium condition given by (3.5) allows the
equilibrium angle α to be calculated according to the potential flow model. Note
that this model is an approximation in the sense that the expansion of the velocity
potential is truncated at its lower power in r .
3.2.2. A momentum conservation model
A simpler expression for the pressure field can be obtained using a momentum flux
balance. If we assume that the drag d on the sheet is generated by the deviation of
a section of area S=piR2 cos2 α (equal to the area of the base of the cone) of the
upward flow (momentum flux ρv2) by an angle α, we find that
d = ρv2(1− sinα)piR2 cos2 α. (3.13)
If we moreover assume that the pressure field is constant over the cone then we obtain
Pα(r) = ρv
2(1− sinα), (3.14)
or in non-dimensional terms
P˜α(r˜) = 1− sinα. (3.15)
This formula yields the equilibrium angle α according to the momentum conservation
model.
According to this model, the present system would be equivalent to the problem
of a cone in a free jet, the cross-section of which was arbitrarily chosen as equal to
the cone basis. Also, assuming the pressure field to be constant on the cone is not
very realistic; however the results of both models appear very similar (see below).
This might be ascribed to the fact that the equilibrium angle does not depend on the
details of the pressure field but only on an integral.
4. Results
4.1. Drag on a cone
As a check and to compare with known results on the drag on a cone, we computed
the drag coeﬃcient on a cone as resulting from our two pressure fields:
C =
d
1
2
ρU 2piR2 cos2 α
,
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Figure 4. Drag coeﬃcient C versus cone angle α: experimental data (same symbols as in
figure 3), the linear fit of Hoerner’s data (· · ·) and theoretical curves as deduced from the
potential flow model (—) and from the momentum conservation model (- - -).
where the surface of reference is the base of the cone and the drag force is given by
d =
∫
Sα
Pα(r) cosα dSα. (4.1)
For the potential flow model, we find C=1 − 1/n(α) which decreases from 1/2
for α=0 to 0 for α=pi/2. For the momentum conservation model, C=2(1 − sinα)
which decreases from 2 for α=0 to 0 for α=pi/2. In the experimental data given
by Hoerner (1993), the drag coeﬃcient decreases from 1.17 (α=0) to 0.16 (α=pi/2).
Figure 4 shows these results, along with the experimental measurements for the drag
coeﬃcient. It should be pointed that the lower values of the angle α (< 0.4) correspond
to a Reynolds number in the range 500–1000, so that they are directly comparable
neither to the two inviscid theories nor to Hoerner’s data (Reynolds number of the
order of 104), because of the contribution of the viscous drag. Except for small angles,
all the curves have the same trends; our measurements are higher than Hoerner’s by
roughly 50%. However Hoerner warns that his data should be corrected using the
value of the pressure in the wake and our measurements imply the existence of a
more negative dynamic pressure in the wake. The most likely explanation is that the
detachment at the trailing edge of hollow cones (the present study) diﬀers from the
case of the full cones of Hoerner (1993) as this is the main diﬀerence between the two
experimental systems.
4.2. The equilibrium angle
In the model presented above, the equilibrium angle α is assumed to result from
a balance between flow pressure on the sheet and sheet rigidity; this leads to a
characteristic velocity scale Uc and to the natural elastohydrodynamical control
parameter N= (U/Uc)
2. In spite of its simplicity, this scaling analysis is confirmed
by our experimental observations: figure 5 shows that the experimental values of
the angle α for the eleven tested sheets collapse on a single curve when they are
plotted with respect to the non-dimensional parameter N. Dispersion appears to be
more important for smallN, which might be ascribed to the viscous drag which was
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Figure 5. Angle α versus the non-dimensional elastohydrodynamical number N: experi-
mental data (same symbols as in figure 2) and theoretical curves as deduced from the potential
flow model (—) and from the momentum conservation model (- - -).
neglected in the analysis. The two theoretical curves, deduced from the potential flow
model and from the momentum conservation model, are also plotted in figure 5. They
evolve smoothly from α=0 to the limiting value α=pi/2. Although both theories
have a tendency to underestimate the experimental data, the qualitative description
of the evolution of the opening angle is good and quantitatively not very far from
the experimental values. Figure 5 seems to indicate that the momentum conservation
model is more relevant than the potential one. But it should be pointed out that the
data corresponding to this model in figure 5 have been calculated for a jet section
arbitrarily chosen as equal to the cone base. In this sense, this section can be seen as
a adjustment parameter for the experimental data.
4.3. The drag coeﬃcient
As we are interested in the drag reduction through folding, we define the drag
coeﬃcient
Cd =
d
1
2
ρU 2piR2
, (4.2)
using the initial sheet area piR2 as a reference.
We find that
Cd = (1− 1/n(α)) cos
2 α, (4.3)
for the potential flow model and
Cd = 2(1− sinα) cos
2 α (4.4)
for the momentum conservation model.
The drag coeﬃcient evolution with respect to the non-dimensional parameter N
is shown in figure 6. The experimental Cd have been calculated using (4.2) with the
measured drag values d of figure 3; we note that, as for the angle α (see figure 5),
the points for the two tested sheets fall on a single curve when plotted versus N.
Moreover, and in contrast to the rigid disk, for which we have seen in figure 3 that
the drag is proportional to U 2 (that is the drag coeﬃcient is constant), for the flexible
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Figure 6. Drag coeﬃcient Cd (defined with the area of the flat sheet) versus the non-dimen-
sional elastohydrodynamical numberN: experimental data (same symbols as in figure 3) and
theoretical curves from the potential flow model (—) and from the momentum conservation
model (- - -).
sheets Cd appears to decay with N. Here also, both theories are seen to qualitatively
describe the evolution of the drag coeﬃcient. The theoretical values deduced from
the potential flow model underestimate the experimental data in the whole N range
investigated and the diﬀerence between the data sets is small at high N. Finally
note that the astonishing quantitative agreement of the theoretical values obtained
by the momentum conservation model with the experiments must be ascribed to the
arbitrary choice of the section as adjustement parameter.
4.4. The limit of large elastohydrodynamical number
As the elastohydrodynamical number becomes large (fast flow or very flexible sheet),
the cone becomes sharp and ǫ=pi/2− α approaches 0. In general, the pressure field
should vanish as well for ǫ=0, so that we expect P˜ ∼ ǫa , with a > 0. In the case of
the two models used here, P˜ ∼ ǫ2 so that the equilibrium condition and the drag
coeﬃcient definition yield
ǫ = pi/2− α ∼N−1/6 and Cd ∼N
−2/3. (4.5)
These scalings account for the slow increase of the equilibrium angle α and the
faster decrease of the drag coeﬃcient Cd with the elastohydrodynamical number
N. However this limit is not reached experimentally: the sheet loses axisymmetry,
probably owing to friction between diﬀerent layers. The scaling for the drag is the
same in the two-dimensional case (Alben et al. 2002, 2004), although the scaling for
the shape is diﬀerent (ǫ ∼N−1/3).
5. Concluding discussion
When subjected to the load of a fluid flow, a circular sheet cut along a radius
reconfigures into a cone. We have showed that this behaviour, previously observed for
broad leaves in high wind, is mainly due to the mechanical equilibrium of the sheet and
is controlled by the non-dimensional elastohydrodynamical number N (3.4) which
measures the balance between flow pressure and sheet bending rigidity. Comparison
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with the drag on a rigid circular sheet shows that the sheet deformation allows a
substantial drag reduction. A model that couples hydrodynamics and elasticity was
derived. Its main limitation is in the computation of the pressure field. Resorting to
full numerical simulations might be useful to refine the present study. In spite of its
limitations, the model semi-quantitatively accounts for the cone becoming sharper
and for the drag reduction as the fluid velocity is increased.
Returning to the reconfiguration of leaves, our system has two main simplifications.
On the one hand, leaves are stiﬀened by their veins. However, in tree leaves, the stiﬀer
(and older) veins often bifurcate from the same point (the end of the petiole), which
allows folding into a cone without deforming these veins. On the other hand, the
geometry of a leave is more akin to that of a sector of disk of opening angle β < 2pi
which cannot fold into a cone of angle less than α= cos−1(β/2pi), so that we expect a
threshold for reconfiguration. Also, using the values of the bending rigidity D in the
range 5× 10−5 to 5× 10−3Nm (Read & Sanson 2003, for thick leaves), an airflow of
velocity U =10m s−1 and a size R in the range 5–10 cm, the elastohydrodynamical
number N is found to be in the range 5–500. As a consequence, only some types
of leaves would be subject to reconfiguration above a threshold in wind velocity, in
agreement with observations. To summarize, our results should hold qualitatively for
the reconfiguration of leaves and yield a first step in the full understanding of the
drag reduction in trees.
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Morphogene`se et auto-organisation :
tiges, plaques, films et gouttes
Arezki BOUDAOUD
Re´sume´ : Ce manuscrit est consacre´ a` l’e´tude de divers aspects de la morphogene`se dans
des liquides et des solides confine´s – instabilite´s, singularite´s et phe´nome`nes multi-e´chelles
– en combinant expe´riences, simulations nume´riques et outils analytiques. Dans un pre-
mier temps, nous abordons le compactage et le flambage de tiges et de plaques et nous
relions le flambage a` la croissance diffe´rentielle dans le vivant. Ensuite, nous conside´rons
des films liquides sur un substrat solide et en particulier la dynamique d’une ligne de
contact. Enfin, nous e´tudions deux formes d’auto-organisation : des gouttes rebondissant
sur un liquide et la coalescence e´lastocapillaire d’une assemble´e de tiges.
Morphogenesis and self-organisation :
rods, plates, films and drops
Arezki BOUDAOUD
Abstract : This manuscript is devoted to an investigation of various aspects of morphoge-
nesis in confined liquids and solids – instabilities, singularities and multi-scale phenomena
– combining experiments, numerics and theoretical tools. First, we focus on the packing
and buckling of rods and plates ; we relate buckling to differential growth in living systems.
Then we consider liquid films on a solid substrate and more particularly the dynamics of
a contact line. Eventually, we investigate two types of self-organisation : drops bouncing
on a liquid and the elastocapillary coalescence of a set of rods.
